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翻译 说 明 

超 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 ,目前 国内 还 没有 一 本 合适 的 中 文教 材 , 但 这 部 分 内 
容 又 是 组 合 学 中 重要 的 内 容 之 一 。 以 上 原因 促使 我 们 萌发 了 翻译 C. 贝尔 热 教授 
的 这 本 关于 超 图 的 专著 。 尽 管 此 书写 成 于 20 世纪 80 年 代 末 ,时间 已 过 去 10 多 
年 ,好 在 这 一 时 期 超 图 发 展 并 不 迅速 ,从 而 它 仍 可 作为 这 部 分 内 容 的 研究 生 教材 。 
我 们 非常 高 兴 和 荣幸 得 到 C. 贝 尔 热 教 授 的 同意 ,将 它 翻 译 成 中 文 译 本 。 在 此 我们 
向 C, 贝 尔 热 教授 表示 衷心 的 感谢 ! 

本 书 番 译 参考 了 它 的 英 译 本 。 原 书 及 英 译 本 中 有 一 些 错误 ,在 一 般 情况 下 ,我 
们 根据 上 下 文 及 数 堂本 身 的 内 容 给 予 改 正 , 而 不 在 译文 中 一 一 指出 。 仅 个 别 重要 
处 ,以 脚注 的 形式 加 以 指明 ,在 此 作 一 说 明 。 

本 书 的 习题 ,除了 和 其 他 数学 教 材 中 所 附 的 习题 一 样 ,是 使 读者 掌握 本 学 科 的 
内 容 和 方法 的 一 个 手段 , 男 一 方面 由 于 组 合 学 这 门 学 科 的 特殊 性 ,其 习题 还 是 相应 
章节 内 容 的 延伸 和 拓 广 。 不 少 习题 本 身 就 是 一 条 定理 ,是 非常 有 用 的 结果 , 仅 因 篇 
幅 限制 或 其 他 原因 ,作者 未 将 它 写 人 相应 章节 。 因 此 把 习题 加 以 解答 ,对 读者 更 全 
面 地 掌握 本 方向 的 内 容 是 有 好 处 的 。 则 于 上 述 考 虑 ,我 们 把 习题 解答 作为 本 书 的 
第 二 部 分 。 本 书 曾 在 南京 大 学 研究 生 教育 中 数 次 被 采用 ,不 少 题 目的 解答 是 由 学 
生 给 出 的 ,这 些 学 生 包 括 ; 王 维 凡 .、 周 国 飞 , 扣 长 虹 、 苗 正 科 、 潘 林强 、 陈 炮 俊 等 ,在 此 
向 他 们 表示 感谢 ! 
”正如 上 面 所 指出 的 那样 ,做 习题 是 掌握 本 学 科 的 内 容 和 方法 的 一 种 有 效 手段 ， 
因而 我 们 希望 读者 不 要 一 开始 就 看 解答 。 这 绝 不 是 我 们 的 初衷 。 必 须 先 自己 动手 
去 做 ,这 样 才 会 有 所 收益 。 同 时 也 希望 读者 能 认识 到 ,这 里 提供 的 解答 仅仅 是 其 中 
的 一 种 方法 , 绝 不 要 认为 是 最 好 的 方法 ,或许 比 题解 中 更 好 的 方法 经 过 你 们 的 努力 
被 发 现 和 创造 。 这 里 仅仅 是 抛砖引玉 而 已 。 

本 书 的 出 版 得 到 浙江 省 重点 学 科 ( 浙 师 大 基础 数学 ) 基 金 的 资助 ,在 此 也 表示 
感谢 ! 

最 后 ,需要 指明 的 是 由 于 我 们 的 水 平和 知识 有 限 , 缺 点 和 错误 在 所 难免 ,还 望 
读者 和 方 家 指正 ,在 此 表示 感谢 ! 
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在 过 去 的 四 十 几 年 里 ,图 论 已 被 证 明 是 解决 几何 .数论 .运筹 学 和 优化 等 领域 
中 各 种 组 合 问题 非常 有 用 的 工具 。 为 了 解决 更 多 的 组 合 问题 ,把 图 的 概念 进行 推 
广 是 非常 自然 的 事情 。 

用 这 种 观点 来 研究 集 秘 的 思想 大 约 始 于 1960 年 前 后 。 关 于 把 集 灸 中 每 个 集 
BBA Mi” ,把 集 笠 本 身 称 为 " 超 图 "的 思想 ,起 初 是 为 了 推广 图 论 中 一 些 
经 典 的 结果 ,如 Turón 定理 和 Konig 定理 。 后 来 ,人 们 注意 到 这 种 推广 往往 会 带 来 
不 少 便 利 , 且 可 把 图 论 中 的 一 些 定理 用 统一 的 ,简单 的 形式 加 以 陈述 。 正 是 基于 上 
述 考虑 ,在 本 书 中 尽量 给 出 超 图 中 我 们 认为 最 有 音义 的 结果 。 

此 外 , 当 所 给 的 矩阵 具有 某 种 特殊 性 质 时 , 超 图 理论 是 解决 整数 优化 问题 的 非 
常 有 用 的 工具 。 在 第 4 章 ,读者 会 涉及 时 间 表 问题 ,在 第 5 章 会 涉及 定位 问题 等 ， 
书 中 把 这 些 问 题 用 超 图 的 诺言 来 描述 并 给 出 了 一 般 的 算法 ,使 得 超 图 理论 的 庶 用 
给 从 事 运 筹 学 和 数学 规划 的 专家 留 下 深刻 的 印象 。 对 于 纯 数 学 家 ,本 书包 含 了 并 
非 从 图 论 中 产生 的 关于 集 系 的 几 个 一 般 的 结果 。 图 的 概念 在 这 时 对 这 些 结 果 提 供 
了 一 个 直观 的 框架 ,使 它们 更 容易 被 理解 。 

在 每 一 章 的 后 面 搜集 了 一 些 相关 的 习题 ， 我 们 认为 这 对 基础 数学 或 应 用 数学 
的 学 生来 说 是 必要 的 。 有 些 问 题 至 今 尚未 解决 。 但 绝 大 多 数 只 要 直接 应 用 组 合 设 
计 . 有 向 图 . 拟 阵 等 理论 即 可 解决 。 这 样 的 问题 很 多 ,限于 篇 幅 ,我们 不 可 能 都 把 它 
们 包含 在 正文 中 。 

我 们 衷心 感谢 Michel Las Vergnas 以 及 Dominique de Werra 和 Dominique de 
Caen 在 本 书写 作 过 程 中 的 帮助 。 另 外 我 们 还 要 感谢 纽约 大 学 允许 我 们 把 1985 年 
在 纽约 讲课 时 的 部 分 章节 写 人 本 书 中 。 


C. 贝尔 热 
(Claude Berge) 


注 : 书 中 很 长 的 证 明和 特别 困难 的 证 明 在 相应 位 置 上 加 上 “x" ,首次 阅读 本 书 
的 读者 可 先 跳 过 它 不 读 。 
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1 HAEA 


今 X= Ix, 1523177 4 En | 是 一 个 有 限 集 。 关 于 X 上 的 一 个 超 图 已 = (E, iE, , 


“EEX E—ATU8 IRE RAE 1818. 
()E AO (i-12,;:,m) 
(2) UE, =X 
一 个 超 图 H —-(E,,E,;,"-,E,) FEM E 
(3) E,CEji-j 
MI H 为 简单 超 图 (或 “Sperner $”) 


在 超 图 HB X 的 元 素 .r 2,2, 称 为 顶点 ,集合 E, LES USE, 称 为 边 。 
简单 图 是 一 个 每 条 边 均 含 2 个 顶点 的 简单 超 图 ;一 个 多 重 图 (有 环 和 重 边 ) 是 一 个 
每 条 边 含 不 超过 2 个 顶点 的 超 图 。 这 里 我 们 不 考虑 类 似 于 图 中 孤立 点 的 顶点 。 

超 图 妃 可 以 用 图 形 来 表示 , 即 由 点 的 集合 表示 入 中 的 元 素 。 当 | 马 |= 2 时 ,就 
用 一 条 连接 E, 中 两 个 元 素 的 连续 曲线 表示 五 ; 当 | 已 | = 1, 用 一 个 包含 已 中 唯一 
RMP Ram E, ; 当 | 已 | 之 3, 用 一 条 包含 E, 中 所 有 元 素 的 简单 闭 曲 线 表示 E)。 

一 个 超 图 也 可 以 由 一 个 关联 矩阵 A = (a; ) 来 表示 ,A 中 的 mm 列 分 别 对 应 五 
Hm RWE EE, naa hn AP Rx 2x20 rob x; & E, RI, 


aj = 0:3 x, € E, ifaj = 【( 见 图 1)。 
E 


Xi 
a ü 
a F 1 


ES ] 


ts | 1 


rs | Ü 
2710 
Ty 


图 1 趣 图 下 的 表示 和 它 的 关系 矩阵 


多 上 超 图 入 = (E, EL, E) 的 对 偶 是 超 图 H'- (X, XY 


顶点 对 应 H "BE mu 
X, = diei EH tu € El 


E; 


0 
0 


0 
0 
L 
0 
0 
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X,) ,其 中 的 


“。 2 ， 起 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


H' 显然 满足 条 件 (1) 和 (2)。 
易 见 H HARKER H 的 关联 矩阵 的 转 置 ,所 以 有 (五 Y = Ho 


2 图 1 中 起 图 的 对 偶 超 图 


与 图 类 似 , 超 图 H 的 顶点 数 称 为 五 的 阶 ,用 CHO 表示 。 边 数 用 m CH) 表示 。 
此 外 ,六 (万 ) = max | E, | WK, s(H) = min| E, | 称 为 下 秩 ; 如 果 CH) = CH), 
Wa A 是 一 致 超 图 ; 秩 为 ~ 的 简单 一 致 超 图 称 为 天 一 致 超 图 ,此 时 尽管 不 含 “ 简 
单 ” 二 字 , 仍 被 认为 是 不 含 重 边 。 

对 集合 J C {L2 emt, E 

 H' -(Eij€]) 
A JH 诱导 的 部 分 赵 图 ,日 的 顶点 集 是 区 的 一 个 非 空子 集 。 

对 集合 A CC XR 

Ha = (E AIL jm. E, (Az 0) 
AA SH 的 导出 子 起 图 。 

性 质 OH 的 子 超 图 的 对 偶 是 对 侦 超 图 互 ”的 部 分 超 图 。 

秩 为 2 的 超 图 就 是 芍 知 的 图 。 图 论 中 所 有 概念 可 推广 到 超 图 中 ,并 可 获得 更 强 
的 结果 ,应 用 更 为 广泛 -此 外 ,用 超 图 的 语言 论证 组 合 向 题 中 的 一 些 结果 有 时 会 显 
得 更 加 简 浩 ,其 罕 -个 较 强 的 结果 会 比 一 个 较 弱 的 结果 更 容易 证 明 。 


2 Æ 


图 论 中 的 其 他 一 些 定义 ,下 面 可 以 毫 不 费力 地 推广 到 超 图 中 。 

MreN EMU x ADEA (x) 24 H "PUR Ss 的 边 所 导出 的 部 分 超 图 。 
r AYRE dd, CH) 是 指 AC) 中 的 边 数 , 即 dy Cr) = ORG 

A H 的 最 大 度 记 为 

ACH) = max dur) 

所 有 项 点 有 相同 度 的 趣 图 称 为 正则 的 。 

注意 到 ACH) = rk(H'), 故 正则 超 图 的 对 偶 是 一 致 超 图 。 

Xf n PBR AS dz = qd, 并 按 非 增 w- Ald, 2d, mec ed, 来 排序 


第 1 章 基本 概念 -3- 


所 成 的 度 序列 , 当 五 是 简单 图 时 ,上述 度 序列 能 被 刻画 ( 见 Erdss,Gallaif 1960], 
Graphs, 第 6 章 , 定 理 6)。 一 般 地 ,有 下 面 的 性 质 1。 

性 质 1 一 个 六 序列 中 pd, moo md, 是 一 个 秩 为 7 的 n 阶 一 致 超 图 ( 允 
许 有 重 边 ) 的 度 序列 的 充 要 条 件 是 : 


(1) Ma, 是 + 的 倍数 
(22d, 21 (i = 1,2,++,n) 
(3) OS dlr 2 d, 
证 “对 于 上 述 给 定 的 n- 序列 di Sd, Zoo Sd, EXE RA vr ,za ， 
ova} 上 构造 超 图 H 的 边 。 
第 一 步 ,对 每 一 顶点 .x; CF — Bd! = d, WRU E, 由 对 应 权 d! 中 最 大 
的 前 > 个 顶点 组 成 。 
第 二 步 ,对 每 个 顶点 zi BRA 
p= fai | fa, & E, 
ld; -1 * ux, EE, 
E. 由 对 应 权 dd? 中 最 大 的 前 > 个 顶点 组 成 。 由 (3) 知 , 这 过 程 可 一 直 进行 。 若 Da, 
= mr , 则 可 得 边 为 E, Fa. En HRE dyl) = d; (i = 1,2,77,n) 的 超 图 
Heo 
一 个 超 图 是 连通 的 ,如 果 它 的 边 所 产生 的 交 图 是 连通 的 , 则 有 下 面 的 性 质 2。 
性 质 2(Tusyadej[1978]) 一 个 x 序列 > dime md, RERO. 一致 
超 留 的 度 序 列 的 充 要 条 件 是 : 
(1) Sua, ker 的 倍数 
(2) d; x1 (i-2101,2,7,») 


AV Y^ rín- I) 

(3) 22d, zm 一 
Vd, 

(4) d, X; m = = 


{上述 结果 可 推广 到 非 一 致 超 图 , 见 Boonyasembat[ 1984 ] ) 
定理 1 (Gale[ 1957], Ryserl1957]) E m 个 整数 7 wri. r, 和 一 个 n- 序 


O KAPRI- :条件 ,得 证 明 充 分 柱 时 帘 这 条件。 例如 序列 5,3,2.1.1. 猎 不 是 秩 为 3 的 一 致 超 图 
AY EE TY 9] a 


-4 超 力 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


Wd Zd, > 之 4d,, 则 存在 顶点 集 为 X = |x,2.,°.27,| WEA H, %44 
dyla) = d; (iz n) R|[ E 9 rj G x m) 的 充 要 条 件 是 : 


(1) Siminir, 4b 2d, td,te+d (k<n) 
E 


(2) 3 = d, * do * ** * d, 

证 ”由 网 络 流 理 论 直接 推出 这 定理 (参见 Graphs, 第 5 章 ,定理 2 的 推论 ) ,为 
此 ,构造 一 个 网 络 :其 顶点 为 了 = 1,2, cm Alr t ARa KER z, 
(EL 

“ RAM (a,j) 赋予 容量 G 21,2, 7,m)i 

RAM rc) EPEE d; (i —1,2,,n)i 

MAM S) 赋予 容量 1 (Lj m, SiS nan). 

于 是 ,内需 证 明 存 在 一 个 满足 上 述 容量 的 整数 流 , 且 饱 和 每 一 条 进入 收 点 z 的 
JC 2) 即 可 , 即 对 任意 S 位 ,2,…,n|, 进 入 集合 izx; | i € IL 的 最 大 流 的 流量 


总 是 大 于 或 等 于 和 ydio 定 理 中 条 件 (1),(2) 怡 保证 了 这 一 点 。 

未 解决 问题 ” 找 一 个 m- 元 组 (rx;) An 元 组 Cd ) 分 别 表示 某 个 简单 超 图 H 
的 | E, | 和 上 c (2, ) 的 充 要 条 件 。 

令 rn BER ER rx n, X Hn 元 集合 ,定义 对 上 一 个 nn 阶 x- 一 致 完全 起 
图 K ,其 边 集 由 X 的 所 有 + 元 子 集 所 组 成 下 面 陈述 Sperner 的 定理 [1926] ,其 中 
不 等 式 (1) 的 简单 证 明 最 近 由 Yamamoto, Meshalkin, Lubell 和 Bollobás 各 自 独立 给 
出 。 

定理 2 (Sperner[ 1928], HBA h Yamamoto,IMeshalkin,Lubell,Bollobés 给 出 ) 
每 一 个 n ABBA 满足 

SO n y! 
a» Sil MES 
此 外 , 边 数 mH) 满足 


" 


(2) mUD < (1) 


当 = 2h 为 偶数 时 ,(2) PSS RT 4A HÆK UA n = 2h + 工时 ,(2) 
aE Se YAY HÆK KT. 

iE XE- Tn 元 有 限 集 。 构 造 有 向 图 G: 其 顶点 集 为 X HRATRE 
.A(xz), 当 且 仅 当 A,BCX, 且 A|= 18|~1 时 ,从 A 指向 B 有 一 条 弧 。 

XT OE € H EGP PARSO 到 顶点 E 的 路 的 条 数 是 | 瑟 |1。 注 意 到 HA 
PHASE EF CH,E AEN UE RRTRBIE ,因此 从 Ø BX 的 路 的 
总 数 是 : 


$1* 基本 概念 5. 


al z S Elt(G - [EI 
EEH 


故 不 等 式 (1) 成 立 。 
对 于 (2) 式 , 由 于 


Ti mo 


i2 Xn) >D, a) 


所 以 (2) 式 成 立 。 
4 玉 是 使 (2) 中 等 号 成 立 的 超 图 , 则 对 所 有 E € H, AFTAR): 


G) (1E1)= (ta) 


E n = 2h 是 偶数 ,(3) RARA H Bh 一 致 起 图 ,理由 于 an(H) = (7 ) i 
H= K’, 

Én = 2h +1,3) RESZRE EH, A SlEISKA+1G 中 顶点 集 
X, SUR H 中 基数 为 k 的 边 集 , 则 X, U Xa 是 G 中 的 独立 集 , 县 mH) = 
IX, U Xl. 

在 图 G P, X, BIST | X, | (n — A) 4, X, BATX, HAMA PX, | (e 
+1) 条 ,因此 有 有 

IDX, IG +1) zm |X | (a - 4) 


因此 


即 


2 |= x 


E X, dSBXAYTASO)IAIACX,lA|2 有 |, 由 于 FRAM(A+ 
D- 子 集 全 体 在 G 中 所 导出 的 二 部 子 图 的 底 图 是 连通 的 ， 故 上 述 不 等 式 是 严格 的 。 
因而 有 

m(H) = IX | + [XalsglXi-lA2400- PX | 
< EJER SE |[%1= ( 2i) 

所 以 (2) PSARY X, = OR X, = %CX), BH = Kt RH = KX", 

关于 定理 2 的 推广 可 参见 :Erd5s[1945],Kjleitman[ 1968], Meshalkin[ 1963 ] , 
Kleitman[ 1965] , Greene, Kleitman[ 1976 ] , Katona[ 1966 ] , Hochberg, Hirsch[ 1970 ] , 
Erdós, Frankl, Katona[ 1984], 

为 了 推广 无 悬挂 点 的 图 ,考虑 如 下 一 类 超 图 : 超 图 H 称 为 可 分 离 的 ,如 果 对 任 


ITX, | = 


6-7 超 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


一 顶点 ,HH 中 所 有 含 z 的 边 的 交集 是 1z1, 即 由 E = dul. 
推论 MR n 正 整 数 序列 dd S d, mec Sd, 是 一 个 可 分 离 超 图 HH = 
(E,,E;,--. E, ) 的 度 序列 , 则 
"n 1 
Ew "n 
2 (2) <! 


XO LIH ATS BS ERAN FeO A 

S(ixi) <! 

为 了 推广 简单 图 ,我 们 称 超 加 H = (E, Eryo En) 是 线性 的 ,如 果 对 i Aj, 
IE. QNE i 1。 如 图 1,2 中 的 超 图 均 是 线 件 的 。 

下 面 直接 可 得 : 

性 质 3 线性 超 图 的 对 侦 也 是 线性 的 。 

FKE, MR HERE, M H PARU X, AX, 的 交 不 合 两 个 不 同 的 顶点 
ees ;否则 ,在 可 中 就 有 {x ,wj 1 性 El， {zi IC E,,X 5 | Eiñ E,| xii 3. 

定理 3 五 是 一 个 阶 线性 起 图 ,出 

"ID 


如 果 HÆ- 一致 起 图 , 则 其 边 数 满足 


a(n - 1) 
(2) m(H) & rtr 二 1 


(2) RPS E sr S BL H Æ Steiner A S(2, 7,0). 
因为 H 是 线性 的 , 故 含 在 同一 条 边 中 的 点 对 数 有 
| EI " 
xs 


即 (1) 式 成 立 。 如 果 H 又 是 一 致 的 , 则 (2) 式 成 立 。 

Steiner 系 S(2,r,?) 是 ?元 集 X 上 满足 每 一 对 点 怡 好 含 在 一 条 边 中 的 广 一 臻 
RE) .T.P.Kirkman[ 1847] £& 18: 5(2,83, 5) RAED REBRAE n = 1B 3( mod 
6)« 

为 了 排除 某 些 r 的 值 ,考察 SQ rn) 系 存在 的 必要 条 件 : 


(4) ( 人 ] 是 整数 ; 

(2)(n-1)(r- D SERI, 

对 + = 3,4, 这 两 个 条 件 是 充分 和 必要 的 (Hanani)。 对 r = 6, 除 S(2,6,21) 系 
不 存在 外 ,这 些 条 件 是 充分 的 -Wilson[1972] 进一步 证 明 ,如果 r BP RRR 
充分 大 , 则 (1) 和 (2) 是 充分 和 必要 的 。 

关于 S(2,r,n) 系 的 存在 性 和 计数 问题 可 参见 Lindner 和 Rosi[ 1980] ,下 面 给 
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出 当 rin 较 小 时 存在 S(2,r ,nn) 的 表 ， 
S(2,3,7) 
S(2,3,9) De Pasquale[ 1899] , Brunel[ 1901 ] , Cole[ 1913] 
S(2,4,13) De pasquale[1899] , Brunel[ 1901] , Cole[ 1913] 
S$(2,3,15)  Cole( 1917], White[ 1919] , Fischer[ 1940] 
5(2.4,16)  Witt[1938] 
$(2,3,19) Deherder[ 1976 ] 
S(2,3,21)  Wilson[1974] 
S(2,5,21)  Witef 1938] 
$(2,3,25)  Wilson[ 1974] 
8(2,4,25) Brouwer, Rokowska[ 1977] 
S(2,5,25) | McInnes[ 1977] 
8(2,3,27) | McInnes[1977] 
S(2,4,28)  Rokowska[ 1977] 

当 n =7,r = 3 或 n = 9,r = 3 等 时 ,可 证 明定 理 3 中 (2) 的 上 界 是 最 好 的 。 


3 EE 


五 是 一 个 超 图 ,车 HRS i RA PR. ON Mt H 
的 一 个 顶点 x, 星 Hr) = EIE EH, € EIEH M-TH. ACH) 表示 
H 的 交 秘 中 的 最 大 基数 , 则 
ACH) 2 maxi H(z)| = ACA) 
在 一 个 多 重 图 中 ,setk HRER ERIT OECUT TL OPES EBD. 
定理 4 HERE n 阶 超 图 , 则 
ALH) s 2"! 
此 外 ,za 元 集合 的 所 有 子 集 构成 的 超 图 中 STE BOCA AE UE 2". 
WE S/n TUE X ICE RA LESER EB CA IE. 
in 5R B, & vU di BRR, TEXE A, € 5S B, RAR; A X-B,DA,, 
因而 对 任 给 的 4AE -/(X- BO AsE OF VIA, EEX- B) € X, 
RZ WRX - B) € wv. SUR B, & 所 以 
B+X-B 
EM (X) —./ BSA , Ale 
ly = 1200] 2"! 
5| i ( Greene, Katona, Kleitman[ 1976] ,Bollobis 在 此 以 前 已 得 到 ) S riras 
x 是 一 列 依 序 排列 在 一 个 圆 图 上 的 点 o 令 = (AAs An) CA, Z0) E 
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BKA, AE 

GjAl< 5 Gm) 

QA NA AG  OGHHBCEB i,j) 

(3) A, ZA, (对 所 有 的 i,j i Æj) 
则 有 

(4) m < min| A, | 

(5) MIA 上 

(5) 中 等 导 成 立 当 且 仅 当 尽 是 基数 均 为 m BASRA ME. 

iA, 是 wy 中 基数 最 小 的 子 集 。 由 (2) X 1251, AL A 4 OBA), 
A, 门 A, 是 图 中 一 个 区 间 , 这 区 阅 有 且 仅 有 一 个 端点 与 A1 的 端点 重合 。 由 (3) 可 推 
得 这 些 区 间 A, A, 互 不 相同 ,因此 上 述 形 式 的 区 间 总 数 至 多 是 2(| ALL -1)。 注 
意 到 由 条 件 (1) 和 (2), 当 7,j 关 1,i 关 j 时 ,A NAMA NA 不 可 能 构成 A, 的 
剖 分 ,因此 上 述 形式 的 区 间 只 能 出 现 一 半 , 于 是 有 mm - 1| A, | 一 16。 故 对 所 有 i 志 
m, A |> |A > m AG) 和 (5) 成 立 。 

最 后 ， 车 (5)》 vemm, 则 


= 2i TATS < TaT <1 
故 有 |Ai| = LA =m sci m) AERA, EDS Ks 的 区 间 , 并 且 这 些 区 间 
的 起 点 位 于 该 图 中 连续 的 m 个 点 。 反 之 , 若 A; 满足 (1),(2),(3) 及 每 个 区 间 的 长 
为 m (5) 中 等 导 显然 成 立 。 
定理 5 (Erdós, Chao-Ko, Rado [1961], 这 里 证 明 由 Greene, Katona, Kleitman 


[1976] 给 出 ) H Æn 阶 简单 交 超 图 且 秩 x « 5 JU 


(1) x0 IEI- 


(2) »an«(" 1) 


Wh 24H KC, 的 星 时 ,(2) 中 等 号 成 立 ( 反 过 来 , 则 须 加 条 件 + 2). 
下 面 简称 定理 5 为 EKR 定理 。 
证 eX = lame Sun RH HDR MR 38 1 2,… ,7 的 一 个 置换 , 记 
H, = (EIE € H, E REFI] ten ,zy Een xao 中 一 个 民间 》 
HEECH, Š 
BOE) = | ixlE € H} | 
由 引 理 ,可 得 下 面 的 (3): 


4 
") <1 
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因此 有 
E 1 
EÓXER-» Ege © oy TETS”! 
SE € H, A! E = ho XS xp € Erli F E, 也 是 超 图 KI (ro) = H 中 
的 一 条 边 ,对 H' 应 用 引 理 , 则 (3)， » 中 等 号 均 成 立 。 注 意 到 
= al 也 一 下 ) 


B(Ey) 1 xy a E). aT 
TET m(H) ) fete [E i |E,|-1 
RAC), 8148 
n-~1 \"' -45 DTS <H =] 
Dhika) al TEL Sal 
因此 ,(1) 成 立 。 


RENE- E € 末 均 满足 | 已 | 委 > 馆子 ,于 是 有 


"oi «xar <! 


EEH 

f (2) 成 立 。 
定理 5 的 各 种 推广 可 参见 Schónheim [1968] ,Hilton 和 Milner [1967] ,Hilton 
1979] ,Erdés,Chao-Ko,Rado [1961] ,Bollobás [1974] ,Frankl [1975] ,Frankl 


[1976]. 
若 对 秩 不 加 限制 , 则 用 类 似 的 方法 可 得 : 
推广 定理 (Greene,Katona Kleitman[1976]) H Æn PHSB WR 


XE , Dit 
n “1 d 
o & Cela PRU 
{Ef E22 
(2) m(H) x (aJ 1 


itih, H = KL Ed" 时 ,(2) 中 等 号 成 立 。 
+ ”由 定理 5 可 得 | 
(ín—l + a 
[ Braz 
2 
son 1 : 
(z) tr > 5 
TATAE BEANE EE OE 


-5 5 HORACE > > > 7 时 为 K, 的 整个 边 集合 
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oT BIER S MERRER K, 的 最 大 交 伐 是 星 。 


Mp = p 时 , 令 Hy 是 K, 的 一 个 最 大 交 艇 ,车 EE HUE X - E & Hye 


E E & H, WAT Hy 的 极 大 性 ,Ho 中 存在 一 条 与 E THIBZERXLE, ,这 蕴含 着 X 
-E= E, € Ho , 故 
LOIRE ICON 
因此 所 有 极 太 交 人 馈 有 相同 的 基数 。 
定理 6 (Bollobas[1965]) BH - (E, Ez, En Fi, Fo c FL) n 
顶点 2m 条 边 的 超 图 , 且 满 足 E, () F; = O ÀHELGUS ; = j, 则 
[LEID IEIY 
o XE) 
此 外 ,如 果 整 数 ris Er +s — n, ER 
(E,,E2.°,E,) = Ki. (Fis Fises Fn) = K; 
WC) 式 等 号 成 立 。 
(证 这 里 用 Katona 的 思路 证 明 这 结果 。 设 和 是 互 的 顶点 集 , 记 
Y = (S.T) (S.T) 8 TAPS T; CXIS T; AOS NT =Ø) 
A Y A SRTBEREIGIPRIBUSSCS,, T; ) CS, , T) AS, SERS S, AT, = @ 
RST, = Oo 2X LATER, SCX, ASRR = (n(1.x(2,, 
nin) PRS S 的 最 小 区 间 ,并 令 
Yim = (STS TEC Y, T= ,有 8 在 oc 中 S MFT} 
如 果 Yr) 中 的 两 顶点 (S ,人 ) SCGS,, T) BASIS, OT = O05, NT, = 
ØS NANT x 6,S, 1 T, Aø, FA Aw Yir) 是 G 的 一 个 团 。 
在 Y 上 的 图 G 中 ,我 们 考虑 p 个 团 C, Cons C, 和 独立 集 SC Y, 对 
Hy Colye C. Ey € 5 ,用 丙种 不 同 的 方法 进行 计数 : 


Diily€E Cll= X "IC nsi» 
&TKE, Ej = L2 C LG 的 独立 集 ,于 是 有 
2) 31 | (BF) € Ya)! | nd 
此 外 ,对 x HP T ASBAEAE EF ,有 
Hs CEP) € Ywl = (1e f e.) - IE U FH EHI EI! 
(run) 


由 上 式 及 (2) 式 ,得 (1) 式 成 立 。 
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4 边 着 色 性 质 和 Chvátal 的 猜测 


BH = (E,LES 0 E,) 是 一 个 超 图 ,用 种 不 同 的 颜色 对 日 的 边 着 色 。 若 任 
意 两 条 相 邻 的 边 都 着 不 同 的 颜色 , 则 这 种 著 色 称 为 正常 的 大 边 着 色 。 对 HL 进行 正 
常 边 着 色 所 需 最 少 的 颜色 数 称 为 末 的 边 色 数 , 记 为 aH) alH) 是 图 的 边 色 数 的 
推广 。 

E AT) = k UE k 交 簇 中 至 少 要 用 种 不 同 的 颜色 对 这 些 边 着 色 ,因此 

q(H) > A(I) 2 ACA) 

E HWE (A) = ACH), RU AB eT, IM 五 可 用 ACH) 种 颜色 
进行 正常 边 着 色 。 

Al 设 久 是 一 个 会 议 代表 的 集合 ,这 些 代表 每 天 参加 某 些 会 议 ,第 j 次 会 议 
的 代表 构成 X 的 一 个 子 集 已 假设 每 位 代表 参加 其 中 的 大 次 会 议 , 则 当 且 仅 当 超 
E H = (E,,E;,…) 有 边 着 色 性 质 ( 每 一 种 颜色 的 边 可 安排 为 对 应 一 天 的 会 议 )， 
才能 在 k 天 中 安排 完 这 些 会 议 。 

例 2 二 部 图 。 设 万 为 二 部 多 重 图 ,其 顶点 集 久 分 划 为 (X, X) GBH PS 
SWEWA|IENX|=1,)EN Xi| = 1。 由 著名 的 Konig CHM, H 具有 边 着 
色 性 质 。 


例 3 图 。 设 G 是 一 个 简单 图 ,用 REG 
中 每 个 顶点 加 一 个 环 所 得 到 的 多 重 图 。 由 Vizing XE 


H g(G) KAG) +1=AC4), FB G 的 正常 


AG) 边 着 色 , 所 以 GREHE GHEE. 

Bia BA r 的 倍数 的 r- 完全 超 图 .所 有 2p 
阶 完全 图 K, 都 有 边 着 色 性 质 ， 这 是 由 
Lucas[ 1892] 所 解决 的 一 个 古老 定理 。 这 个 问题 
表述 如 下 : 某 校 有 22 个 女生 ,每 天 两 人 一 组 出 去 
散步 , 问 是 否 存 在 一 种 散步 的 配对 方案 ,使 得 在 图 3 
2p -1 天 中 ,每 个 女生 丛 好 与 所 有 的 其 他 女生 一 
起 散步 一 次 ?每 一 次 这 样 的 散步 对 应 完全 图 Kay 的 一 些 同色 边 集合 。 把 顶点 1,2， 
eun~ l = 2p 一 1 按 图 3 围 成 一 个 图 ,OO 〇 为 圆心 ,第 一 种 颜色 的 边 由 图 中 粗 边 组 
成 ,其 余 颜 色 的 边 由 上 述 这 些 边 绕 中 心 O 旋转 产生 。1936 年 在 柏林 Schur 的 学 生 
R. Peltesohn 提交 的 学 位 论文 中 证 明了 : 菜 个 举 校 有 3p 个 女生 ,假如 每 天 3 个 一 组 


去 散步 ,使 得 在 (“了 ，] 天 中 任意 3 个 女生 恰好 在 一 起 散步 一 次 ,也 就 是 完全 3- 


一 致 超 图 K3, 具有 边 荐 色 的 性 质 。 
对 p = 3, 上 述 结果 在 40 年 前 就 由 Walecki 所 发 现 , 他 得 到 9 个 女生 P,Q,a， 


(12: 超 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


b,c,d,e,f,g 28 KAN BET EFA PA 4 B3 7 SER E IB CP EHE ORIG, HE 1975 
年 ,Baranyai 用 简明 的 方法 最 终 证 明了 Ki 具有 边 着 色 性 质 , 当 且 仅 当 y ta (HEB BL 


4%, 3 5)。 


P a b, c d Q, e fE 
Pa b ， 

1 OQ Pc e a d f, b @ mg 

2, P d g, c f b, ea Q 

e d R b d e. Q fP, g a c 
IP a cl IP e d P d e| |P e fl |P f x Pga 
je e efje £ Qs g Qjie e A 
f g a g a b a b c 6 c d c d e d e f 


H4 MEK 边 着 色 的 7 张 表 
例 5 区 间 超 图 是 一 个 超 图 ,其 顶点 分 布 在 一 条 线 上 ,其 边 是 这 条 线 上 某 区 间 
上 的 点 集 。 易 知 区 间 超 图 具有 边 著 色 性 质 。 上 述 结 果 是 第 5 章 中 给 予 证 明 的 更 一 般 
的 定理 的 特殊 情况 。 
今日 = (上 ,FE,,…',E,) 是 XX 上 一 个 简单 超 图 ,HH RRA 定义 为 


应 = {FI@ 关 FCX, 且 存在 EE 日 ,使 FCE,) 
的 超 图 。 
X EH—-TMESTFRE(F, |j € 了 ), 若 它 满足 
OA FCFE, > FEEEF = F, 
则 称 它 具 有 遗传 性 质 ,显然 ,此 时 它 可 看 作 简 单 超 图 的 遗传 闭 包 。 
并 非 所 有 的 遗传 超 图 具有 边 着 色 性 质 (例如 ,六 3 ,所 ;, 民 16)。 然 而 在 1974 F, 
Chvátal 4 th — T REAM, 
Chvátal 的 猜测 :每 一 个 遗传 超 图 A WEA A) ACH 
换 句 话说 ,在 每 个 遗传 超 留 中 ,最 大 的 交往 中 总 存在 一 个 是 星 。 下 面 考虑 这 个 
猜测 的 几 种 情况 .。 
定理 7 (Berge [1976]) 2 HEEL 五 有 边 着 色 性 质 。 
iE ” 令 万 是 关于 蔷 的 一 个 简单 超 图 ,所 有 的 边 均 含 顶点 ze 假设 对 边 数 少 于 
m A) 的 这 类 超 图 ,定理 7 的 结论 正确 , 令 A Æ X HEWA -EUF, E.FCH B 
最 大 子 集 , 则 由 A 的 最 大 性 ,有 x, € AJB 
d-ÍEIECÉH HEFER MEUF=AENF=01° 


O MPA EA F = 0 ike. 
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1. 显然 ,号 由 zo € E, € AMEA A- E, HAR AK, RAM E, CB 


MA- E 着 相同 的 颜色 MA BH d(x) BERRA MAA = BM, A A 
色 数 等 于 ro 在 马 中 的 度数 ,于 是 定理 成 立 。 


2. RAAB, THER F-38313: 588. 

^ECH-JE CEFE €H WARE E & 3. E C 93,7 
EF CH ME UF = A。 由 及 的 最 大 性 ,有 EUF -A,XSF'CF,HF 
CH .FilE E € A, 8. 

3. A -ARRUE xac 

否则 ,存在 Ep - 污 中 的 一 条 极 大 边 E uy & E.B T HARIEUIxI-E, 
€ H WE BEREM, E, & H -ITEE € 9, HEFE F € HVE, UF, = 
AMEUCF, Utant)= ARE € BFE. 

4. 由 归纳 假设 , 入 - 劣 的 边 可 以 用 4d ga (xS) PRAHA ERASE, AAC) 
中 结果 ,有 

ACH) <q HOdga(x) + dalo) = dgl) € ACH) 

故 上 述 等 号 成 立 ,这 就 证 明了 zo 是 让 中 达到 度 为 最 大 的 一 个 顶点 及 g( E) =A A)? 

K; 的 遗传 闭 包 的 边 着 色 性 质 与 运筹 学 中 著名 的 切 段 问 题 有 关 。 两 者 的 相关 性 
在 1961 年 由 Gilmore 和 Gomory 所 解决 ,这 个 著名 的 切 段 问 题 即 为 ;人们 希望 从 长 
为 n MAEM, 根 长 度 为 1 的 柱 ,&, 根 长 度 为 2 的 柱 ,…,&, 根 长 度 为 r 的 柱 ， 
且 总 杆 数 最 少 。 


定理 8 (Baranyai) ” 设 + 志 为 整数 , 则 育 ,具有 边 着色 性 质 , 当 且 仅 当 关于 
k = ("| G = 4,2, 7) 的 无 废料 的 切 段 问题 有 解 , 即 存在 非 负 整数 (x, ) 满足 
下 列 方程 组 : 


5 ir; =n G = 1,27) 
ET 


Das (p) Ganz 


其 中 , r i 元 子 集 着 7 色 的 数目 。 
必要 性 是 显然 的 .对 于 充分 性 ,将 在 后 面 给 予 证 明 (第 4 章 , § 5 中 Baranyai 的 
定理 的 推论 )。 
正如 ~ 一 致 完全 超 图 K, 是 完全 图 的 推广 一 样 ,这 里 将 完全 二 部 图 推广 到 x- 部 
RLRE Ko ony, HELE MAR X WX UR UH UX re XXIe, 
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X 两 两 不 交 且 | X| = f; (i = 1,2,…,7); 边 集 为 所 有 形 如 | x' Qib,Una | 的 集合 ， 
其 中 EX (i= 1,2,,7)o 

定理 9 (Berge, Johnson [1977]) r- 部 完全 趋 图 K, agen, (r z2) MEN 
传 闭 包 均 具有 边 着 色 性 质 。 

证 1.4H- Ka, Qin, Sn, S'S n,,r2). WuEB HEB) 
WA ACH) = anyon, 色 正 常 着 色 。 将 X 中 的 顶点 记 为 站 = 0,25 = 1 
= m- llo], 表示 小 于 或 等 于 & 一 工 的 整数 , 它 关 于 模 & 5p ARS HB 
RU x = rl, e | 对 应 一 个 (yx - 1) ERE 

eG) = (Lh ea! s a! m Data) 
如 果 两 条 不 同 的 边 了 = [az |My = 1y' ,YY,… AAZ, WFA 
情况 之 一 必 成 立 : 

Ci) x! = y WEE i 22,18 x! Ay ,所 以 有 

[ai x'l, Aly + y! 1, 
因此 
£x) A Ey) 
Cil) x! Ay WHEi > 2,8 x = yy FUR 
[i t'l], Aly ty ], 
故 
E(x) Æ El) 

HEETE, moe > ilr) HÉO—A4 EV IS: €,, KHU II BURG CE E 

是 
adn, = MK oy osa, ) 


2. 下 面 证 明 AAA AC A) GEREG Æ OR EUR va^ vns 
a,* Y -XU ll, SITAE XI Y, [Y |= n + 1 的 超 图 有 H = 


A PERM HW BB—-AXFEUIaTIEDO X = OF SSH. 
[S ut Fi Ft H' -E60 的 边 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 。 这 里 Eo = la'a’, a" toil. 
知 ,r- 部 完全 超 图 具有 边 着 色 性 质 。 故 能 对 H BA ACH’) = (aa + 1). + 
len, D APRA BSE PME BSS PHP. 
ERA 中 两 条 相交 的 边 有 不 同 的 颜色 ,因此 有 
qCHO <q(H’) = NH) = ACA) < ql) 


D MALH a 
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FRA aH) = AA) MUA RAAE GHEA, 
下 面 一 些 超 图 H 具有 性 质 ACE = ACA): 
1. H & B (Schónheim [1973])。 此 时 ,定理 7 证 明了 Fr 有 更 强 的 性 质 一 一 边 


BAEK. 
2. H E 2- 一 致 超 图 (Vizing)。 
3. H & 3- — B Bl (Sterboul [1974])。 此 时 还 可 证 明 A MRAM A 
面 的 结构 ， 
A (a)( 星 ); 


* dab ,ac be abel 

* lab ,ac ad, abc abd acd , bed | 

e faba) abra abr, s ACX, acrp ber, vt bor, rab ac, bce, abc] c 

4. H 是 线性 的 。 

如 果 H 是 一 致 的 , 见 Sterboul [1974]; 对 一 般 的 五, 见 Stein [1983]. 

5. H 的 最 大 度 A(H) = 2 (Stein, Schónheim [1978], Wang, Wang [1983]). 


6. HE r 部 完全 超 图 。 此 时 ,定理 9 证 明了 FARR ZU GER. 
7. H &r- -ARABEK Hr «5 00g 5). 
例 3 支持 如 下 猜测 ; 


猜测 — 如 困 H 是 线 性 的 , 则 互 具 有 边 闭 色 性 质 。 
如 果 玉 是 一 个 图 ,这 个 猜测 成 立 (Vizing) ;如果 玉 是 7 个 顶点 1,2,…,7 的 射 


影 平面 ,能 用 ACA) = 10 种 基色 对 万 的 边 着 色 如 下 


123,45,6,7 518; 345,12,67 868; 

147,56,23 G26; 367,14,25 #76; 

156,34,27 423; 17,36,24,5 48; 

246,37,15 8468; 16,35,47,22 49; 

257,13,46 着 5 色 ; 57,26,1,3.4 着 10 色 。 
5 Helly 性 质 


H S(E,,E;,"U En) & — A fi HAB PE MR H 098 — 1 SE EROS JE EE MHA 
具有 Helly 性 质 , 即 对 TC 11,2, mt, 
ENE#AG (GkEJ) 
ae 
RE, xO 
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因此 一 个 图 具有 Helly 性 质 的 充 要 条 件 是 图 不 含 三 角形 ,因而 具有 Helly 性 质 
的 超 图 是 不 含 三 角形 的 图 的 一 种 推广 。 
例 1 二 是 区 间 超 图 ,一 个 Helly 的 定理 证 明了 HAF Helly 性 质 。 
例 2 OX, x) EHX, <) 是 一 个 有 序 集 ,使 得 每 一 对 (a ,5b) ,存在 最 
小 上 界 a V 5 和 最 大 下 界 4 A 5。 令 日 是 如 下 形式 的 区 间 簇 : 
E(a,6) = jra Srk] 
则 可 以 证 明 HAA Helly TER IR X J& E AIR UARA H 80534 ,3X Ij 
Helly 性 质 就 是 著名 的 “中 国 剩余 定理 ”。 
PMA H = (FE,,E,,…,E,) 是 k-Helly 的 ,如 果 对 每 个 集 J CC 11,2,… ,m1|， 
下 面 两 个 条 件 等 价 : 
(Dj) LEJ rs e, RH NE, z 
(D) QE #0 
显然 ,车 /满足 (DD), 则 也 满足 (DD ); 反 过 来 车 日 不 是 &- Helly 的 , 则 存在 集合 
J 满足 (1D) 但 不 满足 (DD)。 
显然 ,一 个 超 图 是 2-Helly 的 当 且 仅 当 HAA Hely 性 质 。 注 意 到 如 果 超 图 H 
是 & Helly 88, RIA (D) (D,)29 (D) e 因此 , S PL E (e + 1)-Helly 的 , 也 是 
k- Helly 的 。 
例 «HET GS R" 中 的 点 的 起 图 , 边 为 含 在 一 凸 集 中 的 点 的 全 体 。 当 dl = 
1 时 ,对 应 的 超 贺 为 区 间 超 图 。 一 个 Helly 的 定理 证 明了 上 述 定义 在 R^ 中 的 超 图 是 
(d + 1)-Helly 的 。 
定理 10 (Berge, Duchet [1975]) ”起 图 万 是 &-Helly 的 充 要 条 件 : 是 对 每 一 个 
顶点 子 集 4,141= +1, 有 
用 | E *90 
证 1. RHAX EREHelyiSI,AC X,HlA|- & e 1,9 
J= UIIE NAlpel 
下 而 证 明 QE # ø. 
情况 1 iJ «e MWA QE, 天 多 ,否则 以 A 中 的 顶点 和 (已 1 € 7) 中 的 边 作 
为 顶点 集 , 对 任意 的 > C A 和 j € J,z SS E, 相 邻 当 且 仅 当 x € 已 所 构成 的 二 部 
GWE: i 
JE 244.0) = mG) (I\J|-1):Al= (lJl - 206 +1) 
Ema TiS e+ LR. 
情况 2 JE * Lokit AFRAIC IKE hA A QE AO. 


于 是 满足 (D,) AKED) BEDA 
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NE =Ø 


j€J 


2. HRA H = (E,,E;,"", En) 满足 对 任意 的 4 人 CC,|4j 之 有 +1, 有 
ie Mis ana 
FAEH H Æk-Helly 的 , 即 对 每 一 个 了 所 11,2, ml OD) (De 
对 | 了 | 进行 归纳 。 当 || 志 上 时 显然 成 立 , 故 可 假 没 | 了 > kof jio iia 
是 了 中 的 不 同 元 素 , 则 条 件 (D, ) 蕴含: 
(VICJ- lit EIS: DE #@ 
根据 归纳 假设 ,有 
"m E *9 
记 a, 为 这 个 交 中 的 一 个 元 素 , 则 aanta 是 互 不 相同 的 ,否则 结论 已 成 立 。 
对 于 A= ET $23,477. gel 1 ,有 
E NAlzk GES) 
故 
RE *0 

Hit MA HARA Hely EIE BUTE ZR (E EDT H MET T a a, 
4a3 ,至 少 包含 其 中 两 全 顶点 的 边 的 全 体 的 交 是 非 空 的 。 

SARS) CRAM AB X Stn PT RE, 的 全 体 LE, 的 诱导 
FA GC 的 子 树 。 应 用 前 面 的 推论 证 明 上 述 超 图 H RA Helly 性 质 。 为 此 ,考虑 G 
中 三 个 顶点 a,6,c。 用 ulr: y) 表示 G 中 唯一 连接 x y 的 路 , 易 知 三 条 路 pla, 
bl ulh ,ce] 和 pg[c,a] 有 一 个 公共 顶点 xo, 和 否则 GG 将 含 圈 。 顶 点 xo RAH PRE 
a,b,c 中 至 少 两 个 顶点 的 边 的 公共 顶点 。 所 以 HAF Helly 性 质 。 

定理 11 (Tuza [1984]) iH = (Ei,E;,,…,EE,) Æ n 阶 &Helly 的 简单 超 
图 。 如 果 min| FE! 之 上 上 +1, 则 

n-i 
Dle 

证 1. 首先 证 明 对 每 条 边 E, E; 中 含有 一 个 顶点 地 E E, - la (RE 
其 他 任何 不 同 于 ,的 边 中 。 否 则 ,存在 一 条 边 Es = lanata d Pr eet 
1, 使 得 对 一 切 7 = 1,2,… ,x ,满足 Eo - la IC E, UT H Re ER, MA Eo N 
E = Ep- ta} (i = 1,2,…,r)。 于 是 有 

ME=0 
BE, E ,El,…,E, 中 的 xr -1 个 集 的 交 是 非 空 的 ,由 于 x 一 1 之 MH Æ k-Helly 
的 ,所 以 有 


-1 
) «i 
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矛盾 。 
2. 在 H PMEBWE d — 1 WU a; ,使 得 
(E; - la 1) (X -E)Z ø (Vis j) 


令 
FE’, = E, - lal 
F,-X-E, 
则 有 
© ELUNE =@ 
ENF #@ (Vizj) 
由 定理 6 有 
” iX- ]|+lE|-1\' 
S er sa 
定理 成 立 。 
推论 (Bollobás, Duchet [1979]) i H Æ n ft &-Helly 的 简单 超 图 , 满足 
min| E, |> k +1 #ilmax| E, | = r< FM 


«en«(171) 


证 BRUM EC HWA 


(ets (i) 


因此 
n-1Y! ( n-1\' 
故 结论 成 立 。 


对 具有 Helly 性 质 的 超 图 ,可 以 得 到 更 进一步 的 结论 : 
定理 12 (Bollobás, Duchet [1983]) BH BKRArG<r<F) B n HF 
超 图 , 且 具 有 Helly 性 质 , 则 


ps 人 


此 外 ,上 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 H EKZ 的 一 个 星 。 
定理 13 (Bollobas, Duchet [1983]) 8 H Æ» > 5p yua, BRE Helly 
性 质 , 则 


第 1 章 基本 概念 ，19 ， 


L -1 
nens [a] 
此 外 ,上 式 等 号 成 立 当 且 仅 当下 面条 件 之 一 成 立 : 
(i)a 22A BAR. AH RE Ko 的 一 个 星 ; 
(ijn =2h+1>78248,0 HÆK 的 一 个 星 或 所 的 一 个 星 ; 
(i)n 5H HÆK} 的 一 个 星 , 或 者 AH 是 二 部 完全 图 天 ，。 


6 起 图 的 截 口 和 Kruskal-Katona 定理 


HEX LRA DAAMA B kr dÉ— TIENE UE X Hk BOLH]: 
它 的 顶点 集合 为 X,.fBa AMT FAk:FCX,IFI-R,HHEFCEC 
HM|F|<k BFE H. 

ER. [RA], BX 上 秩 为 有 的 简单 超 图 。 

4k=2,H EEN ,2- ROH), 是 一 个 简单 图 ,并 可 用 如 下 方式 来 获得 
LH X 中 两 个 顶点 在 [有 上 中 相 邻 当 且 仅 当 它们 会 在 H 中 的 某 一 条 边 中 。 如 果 
日 是 含有 ;x 条 边 的 简单 ~ 一 致 超 图 ,能 否 获 得 [过 ],, 的 边 数 ? 

关于 上 述 问题 的 最 好 下 界 分 别 独 立地 被 Kruskal [1963] 和 Katona [1968] 获 
得 ,其 证 明 被 Daykin [1976] 简化 。 下 面 给 出 的 进 一 步 简化 的 证 明 由 Frankl [1984] 

给 出 。 为 了 证 明 ,需要 下 面 两 条 基本 的 引 理 。 
引 理 1 Wm Mr EERS, WATER a, ,ea ，，…,a, ,使 得 


mac fe Cen (n 


(2) a, >a.) > >a Ss Bel 
此 外 ,由 (1) 和 (2) 定义 的 这 些 整 数 a; 是 了 唯一 的 。 特 别 地 ,a, 是 使 


m 一 (* IET, 
成 立 的 最 大 整数 。 


‘证 ”对 + 进行 归纳 ,。 当 r = 1 Al=r Ss Sl, Ws =1Ma, = 
m AEU) 式 存在 且 唯 一 , 现 假设 对 +r 一 1 的 (1) 式 存 在 且 唯 一 。 令 a, 是 使 六 - 


(“ )>> 0 的 最 大 整数 , 则 由 归纳 假设 


eee) 


a.) > apa Dou Da, es 
RDM sa, > a, EWA 
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=) 


这 与 a, 的 定义 相 矛 盾 。 从 而 证 明了 (1) 式 的 存在 性 。 
为 了 证 明 唯 一 性 ,假设 m 有 两 个 不 同 的 分 解 式 : 


«(enge (= 6) Qn) (2) 


显然 
一 =r a, ~ rY9 
人 
Ba, « b, Bil 
«(jette 


EARS m = (^ 1) sa ELITR. 


因此 a, = 5。 由 归纳 假设 m - (^) = m - (^) i nce 


Tom 的 分 解 式 唯一 。 

引 理 2(Frankl [1984]) 8 HÆX Ei —Tr-—- BAE, x € X, MEX 
上 的 一 个 r- HAAHR {E4 mH) = mH), m [E] mOHLASR 

FCIH' -H(x)] ,FUizile H 

COE XP rx 
ie lzj)U {zl — ZrcE,E&E 
E 其 他 
记 oH = lo,EIE € HI, Xo, H], | C o, [H1 S oH BA Bo, HERE 
运算 。 若 需要 可 进行 多 次 ， 直 到 得 到 趣 图 H we mH) = mH). 
mH 1. 0s mH]. 40),9£348—9) x z x, o,H' = H' NIE. 

定理 14 (Kruskal,Katona) B H 4&— ^ »- 一致 起 图 ,满足 


m(H) =m = (^). | et je (^) 
r r-1 5 
a, >a, > Pa es el 


g,E = 


则 


D RX < (*)- (* 1e (* ort D). 
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no (I)e C) 
OG 1. 假设 万 满足 
Q)F€[H-H()], ,9FUIzi€H 
否则 ,用 引 理 2 中 所 定义 的 H RRA, = (E - dd E € HG 2), Rl 
(2) mH1A)2 m(H,) + mQB 1,2) 
2. Mr = 1 或 mw = 1 时 定理 成 立 ,下 面 对 + 和 m 进行 归纳 。 
首先 假设 
(3) mH > (4 e(t 1 
对 超 图 H, 应 用 归纳 假设 (如 果 (3) 式 是 严格 的 , 则 下 面 不 等 式 更 成 立 ) ,得 到 


1 a,,—1 a~l 


mmm (t r-3 ) U* 人 s 1] 
于 是 由 (2) 式 
m(LH], 六 m(H,) + m([H,1,,) 


> 人 
“Nr s-1 r-2 5 一 2 


= (eieh) 


从 而 得 到 定理 的 结论 。 

下 面 假设 

emere eee (zn 
于 是 有 


m(H - H(2,))= m(H) - m(H,) 
a ae OD ed 
- (^71) (ete . (“ 
由 (1) 式 并 对 H - Hz) XT m 应 用 归纳 假设 ,有 
m(H,) z m(LH - HC)],,) 


> (Sr) ae (Ey) 


r-i 7-2 s-1 
这 与 (4) RAF. 
推论 ” 设 五 是 一 个 六 一致 超 图 ,& 是 一 个 整数 ,r > ke 2. a Bhim(H) 
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> ( ? ] 成 立 的 最 大 整数 , 则 
m HL (4) 
iH, A HM m(H,) = (^) sem 14.8 
n (Hi, )=( 4] 
RH, UT, 的 一 个 部 分 超 图 ,满足 m) = (1 )。 由 定理 14, 有 
«1 o ( 
重复 这 一 过 程 ,最 后 必 有 ORAL) (2) Un D [Ah BA 


ml [HY)> (1) 


7 REER 


MRIH] 的 每 一 个 极 大 团 都 对 应 H 的 一 条 边 ,就 称 H 为 保 形 赵 图 ,如果 H 
是 简单 超 图 , 则 H 是 保 形 的 充 要 条 件 是 : 互 的 边 是 [五 ]， 的 极 大 团 。 

2h, SRB > BR 囊 的 每 条 边 4 满足 性 质 :{ 互 ] YEA 中 的 所 
有 边 构成 一 个 完全 一 致 超 图 。 如 果 X 中 每 个 具有 此 性 质 的 极 大 子 集 4 都 是 五 的 
边 , 则 称 超 图 Heke 保 形 的 ,因此 , 超 图 EI JEDE I TEE AR (FE LH d 2- 保 形 的 。 

tk BR 万 是 久保 形 的 充 要 条 件 是 :对 中 每 个 子 集 4 ,下 面 两 个 条 件 等 
价 : 

(C) Bt SCA.|S| xz & EEH HE — SR 

(C) 集合 A &TEH HRW, 

BAC) (1099 P Rea PAS E T pm 

5E HAH Be 保 形 的 当 且 仅 当 它 的 对 偶 是 &-Helly 的 。 

证 | EHH = (E,,E;,…,E,) 中 ,集合 A = |z l € J 了 1 满足 条 件 (CC,) 
当 且 仅 当 在 对 偶 超 图 FI = (X,,X2,-°,X,) 中 ,集合 了 满足 

(D,) VICJ,ITs khi OX v Ø 
类 似 地 ,集合 A 满足 条 件 (C) SAWS PRAT E 

(D) QS zo 


KCC.) 等 价 于 (C) 当 且 仅 当 (Di ) 等 价 于 (也 )。 
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定理 15 ”简单 超 图 万 是 保 形 的 当 且 仅 当 对 五 METAL + 1 条 边 的 部 
分 超 图 H ,集合 1zlz € X,dr(z) 之 | 含 在 日 的 一 条 边 中 。 


证 ”由 定理 10, 对 偶 超 图 H" — (X,,X 7, X,) 是 Helly 的 充 要 条 件 是 :对 
于 集 F = telj EJ, |Jl=k+1}, x + Ø. A-HA, 对 每 个 H = 


HE; F € J,lJI = k+1) ,存在 五 的 一 条 边 包 合集 合 {z|z E X,dy (x) Z kl, 


推论 (Gilmore HEH) AE H 是 保 形 的 充 要 条 件 是 :对 HEBER 
E,,E;, E, ,总 能 找到 FI 的 一 条 过 五 使 得 


ED(E,N EU CE, N ESU (E; N Es) 
在 定理 15 PR k = 2, 即 为 本 推论 。 


8 4B 


给 定 其 上 一 个 超 图 互 = (E,,E;,"-,E,), H FERRE CICER L (H) 定义 为 : 
它 的 顶点 为 e1 ,ez,，…，,ew ,分 别 对 应 互 的 边 ,两 顶点 e,ei TEL CH) PARA BL 
E, N E, # Ø. i l 

£61 Beineke [1968] 刻画 了 简单 图 G 的 线 图 的 特征 :图 是 某 个 图 G 的 线 图 
L(G) 当 且 仅 当 该 图 不 包含 图 5 所 示 G,,G,,…,Gs 中 的 任 一 个 图 作为 它 的 诱导 于 
图 。 


Gi €; i € 
ü x 
A S | 
y 
€; x CR UN 


Jy 


His 简单 图 的 线 图 的 9 个 禁用 子 图 
例 2 多 重 图 G 的 线 图 的 特征 被 Bermond 和 Meyer[ 1973] 给 出 ;图 是 某 个 图 
G 的 线 图 L(G) 当 且 仅 当 该 图 不 包含 图 6 所 示 GGG 中 的 任何 一 个 图 
作为 它 的 诱导 子 图 。 
例 3 不 合 三 角形 多 重 图 的 线 图 的 特征 是 ;每 个 顶点 至 多 含 于 两 个 极 大 团 中 。 
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图 6 多 重 图 的 线 图 的 7 个 禁用 子 图 

例 4 二 部 多 重 图 的 线 图 的 特征 是 ;每 个 顶点 至 多 合 于 两 个 极 大 团 中 , 生 每 一 
个 奇 轿 包含 菜 个 三 角形 中 的 两 条 边 。 

AS 若 盯 是 一 条 直线 上 的 区 间 秘 ,Gilmore M Hoffman 给 出 L(A) 的 特征 
(参见 Graphs, 第 16 章 , 定 理 12): 它 是 可 比较 图 的 三 角 剖 分 补 图 。 这 个 概念 有 一 个 
简单 的 解释 :车 m 位 代表 分 别 出 席 不 同时 期 段 的 会 议 , 一 侦探 查 亲 每 个 与 他 相遇 
的 人 的 情况 ,构成 “ 相 侦 图 ”; 若 设 有 人 说 谎 , 则 这 个 图 表示 一 个 区 间 秘 。 

至 今 还 不 知道 在 平面 上 一 个 凸 集 簇 的 线 图 的 特征 ,但 我 们 知道 每 个 图 可 表示 
为 3 维 空间 中 一 个 出 集 艇 (Wegner [1965])。 | 

性 质 1 BAA MRA A’ 的 2- RH" 1],。 此 外 ,下 面 商 个 性 质 相 筷 等 价 : 

(i) HRA Helly TERR B. G BH PAB; 

CH) 五 ”的 极 大 边 是 G 的 极 大 团 。 

GH’ AM ]; 也 有 环 。 当 不 考虑 [五 h 中 有 环 的 情况 时 ,显然 有 :图 
(H'l 同 构 于 LH). 

314 -BS WR HAA Hely TERR, E H 是 保 形 的 .因此 ,( | f EG = 
(H'l 中 的 团 对 应 H' MRA AME, CU ZU EC i )。 

注意 到 ,车 G = L(A) BHASS Helly EA, WEA L(H) 的 极 大 团 在 H’ 
中 无 对 应 的 边 。 例 如 ,五 是 图 8 所 示 的 超 图 HS. LCH) 是 图 8 所 示 的 图 G, U GA 
极 太 团 不 是 HM. 

性 质 2 ”每 个 简单 图 是 线性 超 图 的 线 图 。 

G EMAR ror r, | 的 简单 图 ,用 XX; 表示 G 中 与 zx; 关联 的 边 集合 ， 
则 线性 超 图 (XX， ,2 SU X,) 的 线 图 就 是 Go 

性 质 3 图 G 是 ~ 一 致 超 图 的 线 图 的 充 要 条 件 是 :G 含 一 个 具有 下 列 性 质 的 
EE: 

(xo) € 805897 BLA AER IP B 2; 


Qu ENG" mg ux cde, 
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(11) G 的 每 一 条 边 至 少食 在 多 的 一 个 团 中 ; 

(x) G 的 每 个 顶点 至 多 会 于 名 的 + FHF; 

(x) € hid BL ERREUR, z 的 团 使 得 其 交 是 | 1。 

事实 上 ,由 (wx;), 在 名 中 加 若干 个 环 可 得 到 一 个 r- EWEA L.F HAE 的 
HAEE hr) A LH) 全 EH" ] om [€]; 之 G。 由 (xs), 超 图 玉 没 有 重 边 ， 
Bl H Ær- 一 致 超 图 。 

性 质 4 G 是 线性 +- 一 致 超 图 的 线 图 的 充 要 条 件 是 ;G 中 存在 一 个 满足 条 
MEC Cate) 和 (x) AY) BASE e, FR 

Ga) G 中 的 每 条 边 恰好 会 在 各 中 的 一 个 团 中 。 

由 (x2), 在 入 中 加 若干 个 环 能 得 到 一 个 r- EMMA “。 令 HBR E HO 
MAH (2, ),L(H) = G 且 超 图 名 是 线性 的 ,因此 由 83 的 性 质 3,%%“ AA 
是 线性 的 。 

自然 地 提出 如 下 问题 :r 关 2 时 ,是 否 有 可 能 通过 由 禁用 子 图 组 成 的 有 限 集 敌 
来 刻画 线 图 L(H) 的 特征 。 事 实 上 ,先是 Nickel, 其 后 有 Gardner, Af Bermond, 
Heydemann, Sotteau [1977] 先后 给 出 禁用 子 图 无 限 簇 用 来 刻画 3- 一 致 超 图 的 线 
图 的 特性 。 
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E7 PHE G 2), Galt), Gr) AET 3- 一 致 线性 超 图 的 线 图 的 极 小 禁用 
TBI. 

然而 , 仍 有 下 面 的 定理 16: 

定理 16 (Nailk, Rao, Shrikhande, Singhi (1982]) FAR WARE +, ,使 得 每 
个 最 小 度 至 少 是 后 的 图 G 是 3- 一 致 线性 超 图 的 线 图 的 充 要 条 件 是 :G 不 含 务 中 
的 诱导 子 图 。 

更 一 般 地 ,他 们 证 明 存 在 一 个 三 次 多 项 式 fk) MET A 存在 禁用 于 图 的 有 
Rie 7, ,使 得 对 每 个 最 小 度 至 少 是 FÜR) 的 图 G 是 一 个 &- 一 致 线性 超 图 的 线 图 的 
充 要 条 件 是 :G PARE A 中 的 诱导 子 图 。 

作为 例子 ,验证 前 面 性 质 所 提 到 的 图 8 中 G, 对 图 8 所 示 的 超 图 H, , H, H, 的 
GET Go 


A D 
X c Qa 
8 E 
Hi 
» Á 
a C b B 
x b C, " d 
d e ede Ege 
A, 
8 


用 OCG) Zon B LIH) = G 成 立 的 这 些 超 图 日 的 最 小 阶 数 。 例 如 ,在 图 8 中 
G, AFG = L(H,), MA AG) = 2。 

利用 下 面 的 结果 ,确定 OCG) 可 由 相应 的 图 的 色 数 来 确定 。 

引 理 ” 设 避 是 顶点 集合 为 zzz yz, 且 没 有 孤立 点 的 图 。 令 图 G 表示 
以 G 的 边 作 为 G HRA, G 中 两 条 边 [a,] 和 [zz,y] 对 应 的 两 个 顶点 在 G PHN 
HGB UR Laub ry EEG 中 不 是 团 , 则 Q(G) SFC 的 色 数 。 

证 1, 下 面 构造 一 个 与 的 g- 6&42€(5,,5.,, S, ) 相对 应 的 g 阶 超 图 末 
= (NX,,Ni,°°,X,), #84 G = 工 (万 )。 

BS + GC 中 着 i 色 的 顶点 集 S, 是 独立 集 . 如 果 [ae,5] 是 G 的 一 条 边 且 属于 
S, , 则 对 S, 中 任 一 -元素 [2,y] ,在 G 中 4 与 x 和 y 相 邻 ,因此 ,G PAFS, 的 这 些 
边 的 端点 构成 的 一 个 团 , 记 为 EE;。 对 于 超 图 和 = (E, Ee, EE,),G 中 的 每 条 边 
各 每 个 项 点 至 少 被 一 个 E, 所 覆盖 。 因 此 ,多 的 对 偶 超 图 五 = (X,X,X, ME 
L(H) = [v]: = GLA H 的 阶 数 为 gq。 

2. 下 面 证 明 对 每 个 使 G = L(G) 成 立 的 5 阶 超 图 万 = (X1, Xo, X2. 
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诱导 出 G 的 一 个 gq- 色 分 划 (S,,S,,…,S,)。 事 实 上 ,用 E! 表示 日 中 恰好 属于 k 个 
X; 的 顶点 的 集合 ,于 是 有 

q = | E'|+ [E| + [ES e n 
对 每 个 e € E',e AB F—THX,, ,对 应 于 G 的 一 个 1- Al tiec E e 
恰好 属于 二 个 集 Xea X; ,对 应 于 G 的 一 个 2- A l zia ayy liec E ett 
好 属于 三 个 团 Xios Xios Xun ;对 应 于 G 的 一 个 3- BL Xie Xens Xna bo 

这 就 定义 了 由 G 中 g 个 团 构 成 的 超 图 (五 | E;,--,E,), SfA,G 的 每 条 边 
[zx; ,六 ] 至 少 属于 其 中 的 一 个 团 。 用 S 表示 台中 含 在 困 互 | 内 的 边 的 集合 ,用 S, 
A G'BÉd4EH E, 内 但 不 含 在 E, PRAHE, FERS, ,S: ,…，,S,) EG 
的 一 个 g- 色 分 划 。 

从 上 述 1, 和 2. 知 ,G 的 色 数 等 于 使 G = LO) 成 立 的 超 图 的 最 小 阶 数 。 

定理 17 B OG 是 无 孤立 点 ,不 合 三 角形 的 简单 图 ,其 边 数 为 m, WU 0G) 

证 ”事实 上 ,在 引 理 中 所 定义 的 图 右 BAK, , AKC HERE m T 
NLG) =m. 

定理 18 (Erdós,Goodman,Pósa [1966] ) RG J& n. 阶 无 孤立 顶点 的 简单 
图 由, 则 

ALG) S [n74] 
此 外 ,对 于 ,这 上 界 是 最 好 的 。 

证 1. 由 图 论 的 定理 知 ,存在 由 图 G 的 2- 团 和 3- Re = (E, 
Ex, E) Gs [3074] ) BG 的 边 和 顶点 ( 见 Graphs, 第 11 章 ,定理 5)。 由 于 
G = [v] PER 它 的 对 侦 的 线 图 , 旦 对 偶 超 图 的 阶 为 ,所 以 有 

NCG) Kk « [n'/4] 
REAM. 

2. 下 面 证 明 : 对 每 个 n 上 式 等 号 可 达 。 

车 = 2k, 取 人 为 完全 二 部 图 Ki,, ,由 于 GG 没有 孤立 的 顶点 和 三 角形 ,由 定理 
17, 有 


QUA, ) = k = z = [n°74] 
Ën = 2+1, R G X56 BER RK, 同样 有 
AlKo) = lk +1) = E UE = 4] 
因此 上 式 等 号 可 达 。 


Q BxuGagugx-A. 
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1.(§1) 4 — Ak fi EE Ge HRA 
2.081) 证 明 :(1) 若 一 个 区 间 超 图 是 简单 的 , 虽 它 的 对 偶 也 是 一 个 区 间 超 
图 ;(2) 区 间 超 图 的 子 超 图 也是 一 个 区 间 超 图 。 
3.081) Æ:(1)K; 的 牧 ;(2)K’ RAR KT)” HK, 
4.(83) HA—+An RB, r,s PAA HAF F K,Hilton 证 明了 
一 /7 一 | 
mU) ss D 1) 
证 明 上 述 结 果 推 广 了 Erdos, Chao-Ko, Rado X J£, 
5.(83) ” 证明: 定理 6 BSH Sperner 的 定理 (定理 2) 中 的 (1) Ko 
6.(83) HÆR H = (E,, E2, En) HA 
EZE, (GÆR) 
E NE +ø 
E UE =X , 
4: H = (E, Ez, e, En, X- E, X- E, X- E, ) 是 一 个 简单 超 围 ,并 推 
导 下 面 不 等 式 (Schanheim [1968 ]): 


mH) « >| 


AER WTI, 
7.(83) 设 以 = (A Ar An) AE nt RRB Pim FBR, 


(123) 


满足 
(1) 14|> 272 
(DDA NA #O (G9 
CHA cA, G7 

证 明 ;m Sn 3 ALLG GE EE SEKRE ot PRA RRM AAA 


BMk n> > Fo 


8.(83) BARRAT PRA I) PCH) MB RMR, BAA € x, 
令 


n-|Al+1 &lAlx 2 


p(A) = 
1 $lAI»5 


O 这 条 件 是 多 余 的 。 
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证 明 >) pA) X no 
9.(83) (未 解决 问题 ) HHX Ein MAB, Ak 222 do ton HA 
34 , Erdós 和 Frankl [1979] 猜测 ; 
ICiLt2;5,m], lak 
ae 
| UE; I< n-t 
RF 各 是 满足 这 条 件 的 最 大 值 , 则 对 整数 和 菇 元 为 : + RORY, 
H = {FIFCX,|IFN Yl si 
Katona EBA T Sk = 2,2 天 1 时 ,以 上 猜测 的 正确 。Frankl [1979] EA T ¥ k 
>2,2< 名 时 ,以 上 精 测 的 正确 性 。 
10.($4) 利用 定理 了 的 证 明 方法 证 明 : 如 果 HRPM, LOCH) 
&3HEL(H) 4E — A ER, AR EH A EcPES-—A GELD 中 所 有 顶点 
(Berge [1976] ) 。 
11.(85) 利用 定理 10 证 明 : 区 间 超 围 的 对 偶 超 图 具有 Helly 性 质 。 
12.(§5) 考虑 一 列 球 教 a, < miar € mya € m, ;证 明 方 程 组 
x = amod m; (i = 1,2,…,k) 
有 解 的 充 要 条 件 是 对 每 对 (1,j),1 Li < 之 也 上 ,满足 
a; = a,mod ged (m; ,m;) 
(利用 定理 10 的 推论 ) 
13.($5) 证 明 : 对 点 污 3, 每 个 简单 图 是 -Helly 的 。 
14.(86) 利用 Frankl 的 引 理 (定理 14 前 的 引 理 2) 证 明 下 面 由 Lovász 给 出 
的 结果 { 它 推广 了 定理 14 中 的 推论 )。 
设 互 是 一 个 广 一 致 超 图 ,z 是 一 个 正 实数 , 它 满足 
mH) > 22 -1)(2 -r+1) 


r! 


7 
- eri 
nHl Om tec perta 
15.(88). RAM AG& JUD T A R8 X OB RMA m HER 
是 XX 中 焉 少 有 个 不 同 于 集 构成 的 超 轩 的 线 图 。 对 m lien 
d(2)=2 
d(3) -3 


d(m) = [m] GÉ m 24) 
(Erdés, Goodman, Pósa (19661) 


"30: 超 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


参考 xX W 


Aigner M. , Some theorems on coverings, Studia Sci. Math. Hung. 5,1970,303 — 315. 

Baranyai Z. ,On the factorization of the complete uniform hypergraph, Infinite und Finite Sets (A. Hajnal,R. 
Rado, V. T. Sós, eds, ), North Holland, Amsterdam, 1975,91 一 108. 

Beineke 1.. W. ,Cn derived graphs and digraphs, Beiträge zur Graphentheorie (H. Sachs, H. J. Voss, H. 
Waither, cds. ) , Teubner 1968.17 ~ 23. 

Berge C. , Gruphes et Hypergra phes , Dunod, Paris 1972. 

Berge C. , Nombres de coloration de I’ hypergraphe ^ -parti-complet, Ann. edi Math. Pura Appt N ,103, 
1975,3 — 9. 

Berge C. . Introdiction à la Théorie des Hypergraphes , Les Presses de U Univ. de Montréal, Montréal 1973. 

Berge C. , The Helly Property, South-East Asian Math . Soc. Bull .1,1979,16 ~ 19. 

Berge C..A theorem related to the Chvátal conjecture, Proc .5th British Combinatorial Conference 
(Nash- Willians , Sheehan , eds. ) , Utilitas Math. 1976,35 ~ 40. 

Berge C. . On the chromatic index of a linear hypergraph and the Chudtal conjecture , New York Acad. Sc. 
Proceedings 1985. 

Berge C. , and. P. Duchet, A generalization af Gilmore's theorem. Recent Advances in Graph Theory, (M. 
Fiedler, ed. ) . Acad. Praha. Prague 1975,49 一 55, 

Berge C. and E. L. Johnson, Coloring the edges of a hypergraph and lincar programming techniques, Studies 
in Integer Programming Ann. of Discrete Math. 1,1977,65 -- 78. 

Bermond ] C. M. C. Heydemann, and. D. Sotteau, Line graphs of hypergraphs, 1, Discrete Math . 18,1977. 
235 ~ 241. 

Bermond J. C. , M. C. Heydernann,and D. Sotteau,Graphes représentatifs d' hypergraphes. Colloque Codes et 
Fiypergra phes „Cahiers du C. E. R. O. 20,1978,325 — 329. 

Bermond J. C. „and J. C. Meyer, Graphes représentatifs des arêtes d'un multigraphe, J. Math . Pures et Appi. 
§2,1973,299 - 308. 

Ballobás B. . On generalized graphs, Acta Math. Acad . Sci. Hungar . 16,1965 ,447 ~ 452. 

Bollohás B. , Sperner systems consisting of pairs of complementary subsets, J. Comò . Theory. A ,15,1973,363 
一 366. 

Bollobas B. , and P. Duchet, Helly families of maximal size, J . Comb. Theory A ,26,1979,197 ~ 200. 

Boliobás [3. , and P. Ducher, On Helly families of maximal size, f. Comh. The B.35.1983,290 ~ 296. 

Boonyssombat V. Degree sequences of connected hypergraphs and hypertrees, Graph Theory, Singapore 
1983CK. M. Koh. H. P. Yap. eds. ) Lecture Notes in Math. 1073, Springer-Verlag 1984.236 — 247. 

Brace A..and D.E.Daykin.Spermer type theorems for finite sets, Proc. Oxford Conference wi 
Combinatorics 1972. IMA 1972. 

Bruuwer A. E. ,Cm the edge-colouring property for the hereditary closure of a complete uniform hypergraph, 
Math . Centre report EW 95/77, Amsterdam 1977. 

Brouwer A. E. and R. Tudeman, Math. Centrum Internal Report 1978. 

Chvátal V. „Unsolved problem no. 7. Hypergraph Seminar (C. Berge, D. R. Ray-Chaudhuri, cds. ) . Lecture 
Notes in Mach. 411 , Springer Verlag, Berlin 1974. 

Chvátal V. ,Intersecting families of cdges in hypergraphs having the hereditary property, Hypergra ph 
Seminar (C. Berge. D.. Ray-Chaudhuri , eds. ) , Lecture Notes in Math. 411, Springer Verlag, Berlin 1974. 


参考 文献 (31e 


Clements G. F. ,A minimization problem concerning subsets, Discrete Math .4,1973,123 ~ 128. 

Clements G. F. , The Kruskal-Katone Method made explicit, J. Camb. Theory A ,21,1976,245 ~ 249. 

Daykin D. E. .A simple proof of the Kruskal-Katona theorem. J . Comb. Theory A,17,1974,252 — 253. 

Daykin D. E. ,J. Godfrey, and A.J. Hilton, Existence theorems for Sperner families, J. Comb. Theory A ,17, 
1974,245 ~ 251. 

Daykin D. E. ,and L. Lovász, The number of values of a Boolean function, J. London Math . Soc. 12 (1976), 
225 — 230. 

Daykin D. E. , A.]. W. Hilton, and D. Miklós, Pairings from down-sets and up-sets in distributive lattices, J. 
Comb. Theory A ,34,1983,215 ~ 230. 

Dewdney A.K. ‚Degree sequences in complexes and hypergraphs, Proc. Am . Math . Soc .53.1975,534 一 
Sat). 

Erdós P. ,Chao-Ko, and. R. Rado, Intersection theorems for systems of finite sets, Quart. J , Math. Oxfard 
12,1961.313 — 318. 

Erdás P. ,On extremal problems of graphs and generalized graphs, Isrued J. Math .2,1964,183 — 190. 

Erdós P. , A. W. Goodman, and L. Pósa, The representation of a graph bv set intersections, Canad. J. Math . 
18,1966,106 ~ 112. 

Erdás P. .and D». J. Kleitman, Extremal problems among subsets of a set, Discrete Math .8.1974,281 ~ 294. 

Erdiis P. , M. Herzog. and J. Schónheim, An extremal problem, Israel J . Math .8,1970,408 ~ 412. 

Erdés P. and I.. Lovász, Problems and results on 3-chromatic hypergraphs. Infinite and Finite Sets, (A. 
Hajnal, R. Rado, V. T. Sés, eds. Proc. Soc. J. Bolyai, 10, North Halland 1974,609 一 627. 

Erdis P. , P. Frankl, and G. ©. H. Katona, Intersecting families and their convex hull, Conibinazorica 4,1984, 
21 ~ M. 

- Frankl P. ,The proof of a conjecture of G.O. H. Katona, J. Comb . Theory A,19,1975,208 一 213. 

Frankl P. , Sperner systems satisfying an additional condition, J. Comb. Theory A ,20,1976,1 ~ 11. 

Frankl P. .On intersecting families of finite sets, J. Comb. Theory A .24,1978.146 — 161. 

Frankl P. , Families of finite sets satisfying a union condition, Discreze Math 21,1979, 111 ~ 118. 

Frankl P. ,A new short proof for the Kruskal-Katona Theorem, Discrete Muth .48.1984,327 ~ 329. 

Frankl P. ,and Z. Füredi, Cm hypergraphs without two edges intersecting in a given number of vertices, J . 
Comb. Theary A ,36,1984,23) ~ 236. 

Fürcdi Z. ,On maximal intersecting families of finite sets, J. Comh. Theory A 28, 1980.282 ~ 289. 

Gardner M. 1. .Om the impossibility of a finite forbidden configuration characterization of the graphs which are 
intersection graphs of r-graphs, Cin preparation). 

Gilmore P. C. , and R. E. Gamory.A linear programming approach to the: cutting stuck problem, Operat . Res. 
1.1961,849 ~ 859; If .1963,863 — 889. 

Greene C. ,G. O. H. Katona, and D. J. Kleitman, Extensions of the Erdés-Ko-Rads Theorem, Recent Advances 
in Graph Theory. Academia Praha 1975,223 — 231. SIAM J.55,1976,1 ~ 8. 

Greene C. ,and D. ]. Kleitman, The structure of Sperner &-farilies, J. Comb. Theory A .20, 1976.41 — 68. 

Greene ©. | Some partitions associated with a partially ordered set, J. Comb. Theory A ,20,1976,69 ~ 79. 

Gyárins A.A note on hypergraphs with the Helly property, Discrete Math .24,1978.221 — 223. 

Gyárfás A. „and J. Lehel, A Helly-type theorem an trees, Combinatorial Theory and Its Applications (Exdós, 
Rényi. Sés. eds. }North-Holland, Amsterdam-London 1970.571 -- 584. 

Heydemann M. C. ,and D. Sotteau, Line graphs of hypergraphs, [f «Combinatorics t Colt. Math. Sc . Jens 
Botyai 1976) North Holland 1978. 


Hilton A.J W. , Some intersection and union theorems for several families of finite sets, Mathematika 25, 


(327. 超 图 一 一 有 限 集 的 弓 合 学 


1978,125 — 128. 

Hilton A. J.W. , An intersection theorem for a collection of families of subsets of a finite set, J. London Math . 
Sac 15,1977 ,369 ~ 376. 

Hilton A. j. W. ,On order set systems, Mathematika 28,1981 ,54 一 66. 

Hilton A. J. W. , The Erdts-Ko-Rado theorem with a valency condition, (in preparation). 

Hilton A. J. W. , Analogues of a theorem of Erdós, Ko, Rado, on a family of finite sets, Quart . J. Math .25, 
| 1974;27,1976,33 -- 36. 

Hilton À.]. W. „and E. C. Milner, Some intersection theorems for systems of finite sets, Quart. J. Math. 
Onfard 18,1967,369 一 384. 

Hochberg M. sand W.M. Hirsch, Spemer families, set-systems and a theorem of Meshalkin, Annais New 
York Acad . Sc .175,1970, 224. 一 237. 

Hoffman A.}..On the line graph of the complete bipartite graph, Ann. Math . Stat .35,1964,883 一 885. 

Katona G. O. H. ,On a conjecture of Erdós and a stronger form of Spemer’s theorem, Studia Sc. Math. 
Hungar .1,1966,59 — 63. . 

Katona G. ©. H. , Intersection theorems for systems of finite sets, Acta Math . Acad . Sc. Hung . 15,1964 ,329 
~ 337. 

Katona G.O. H. ,A simple proof of Erdés-Chao Ko-Rado theorem, J. Comh. Theory B 13,1972, 183 ~ 184. 

Katona G. O.H. ,A theorem of finite sets, Theory of Graphs , Akadémia Kiadé, Budapest 1968,187 ~ 207. 

Kleitman D. J. , Maximal number cf subsets of a finite set no & of which are pairwise disjomt,J . Comb. 
Theory 5,1968,157 — 163. 

Kleitman D.J. , Families of non-disjoint subsets, f. Comb. Theory 1,1966,153 — 155. 

Kleitman D. J. ,On a combinatorial conjecture of Exdás, J. Comb. Theory 1,1966,209 — 214. 

Kruskal J.B. ,The number of simplices in a complex, Mathematical Optimization Techniques , Univ. of 
California Press 1963.251 — 278. 

Lindner C. C. , A. and Rosa (eds. ) , Topics on Steiner Systems, Annals uf Discrete Math .7 , North Holland 
1980. 

Lovász l. , Combinatoria! Problems and Exercises ,13. 31 , North Holland , Amsterdam 1979. 

Lubell D. ,A short proof of Spemer' s theorem, J. Comb. Theory 1,1966 ,299， 

Meshalkin L. D. ,A generalization of Sperner' s theorem on the number of subsets of a finite set, Theor. 
Probability Appi .8,1963,203 ~ 204. Toor. Ver. 8,1963,219 ~ 220. 

Meyer J.C. , Quelques problémes concernant les cliques des hypergraphes &-complets et g-parti h-comjplets, 
Hyperyraph Seminar (Berge, Ray-Chaudhuri, eds, ), Lecture Notes in Math. 411,Springer-Verlag 1974,127 一 
139 and 285 ~ 286. 

Mulder H. M. , The number of edges in a &-Helly hypergraph, Annals of Discrete Math. 17,1983,497 一 
501. 

Milner E. C. .A combinatorial theorem on systems of sets, J. London Muth. Sw .43,1966,204 — 206. 

Naik R.N.,S.B. Rao, S, S. Shrikhande, and. N.W.Singhi, Intersection graphs of &- uniform linear 
hypergraphs, Europ. J . Combinatorics 3,1982,159 ~ 172. 

Nickel L- , Private communication ,1976. 

Ore ©. , The Chinese remainder theorem, Ant. Math . Monthiy 59,1952,365 — 370. 

Peltesohn. R. , Das Tumierproblem, Thesis, Frederich Wilhelrans Univ. , Berlin 1933. 

Ramachandra Rao A. , Some extremal problems and characterizations in the theiry of graphs, Thesis, 1.5. I. , 
Calcutta 1969. 

Ray-Chaudhur: D. K. , Charecterizations of line graphs, J. Camb. Theory 3,1967.201 ~ 214 


参考 文献 «© 33， 


Schinheim J. ,On a problem of Daykin concerning intersecting families of sets. Combinatorics , London Math. 
Soc. Lecture Notes Series 13, Cambridge Univ. Press 1974,139 ~ 140. 

Schinheim J. , Hereditary systems and Chvátal's conjecture, Proc. S£. British Combinatorial Conference 
1975,537 — 539. 

Shrikhande,S. S. ,On a characterization of the trianguler association scheme, Ann. Math . Stat .30 1959,39 
~ 47. 

Sperner E. ,Ein Satz über Untermengen einer endlichen Menge, Math. Z. 27 , 1928, 544 一 548. 

Sterboul F. ,Sur une conjecture de V. Chvátal, Hypergraph Seminar , Lecture Notes in Math. 411 , Springer 
Verlag, Berlin 1974,152 ~ 164. 

Stein P. , and ].Sehónheim,On Chvátal'a conjecture related to hereditary systems, Ars Combinatoria 5, 
1978.275 — 291. 

Stein P. , Chvátal' s conjecture and point-intersections, Dizrete Math .43,1983,321 一 323. 

Tijdeman R. .Cm the edge-colouring property of the hereditary closure of a complete uniform hypergraph II . 
Math . Centre report 106/78, Amsterdam 1978. 

Tuza Z. , Helly-type hypergraphs and Spemer families, Europ. J. Combinatorics 5,1984,185 一 187. 

Wang D. -L. and P. Wang, Some results about the Chvátal conjecture, Discrete Math .24,1978,95 ~ 101. 

Wegner G. , Eigenshaften der Neuen homologisch einfacher Familien in R^ , Thesis, Göttingen 1965. 

Wilson R.M. ,An existence theory for pairwise balanced designs, H ,J. Comb. Theory A,13,1972,246 ~ 
273. 

Wilson R. M. +The exact bound in the Erdás-Ko-Rado theorem, Combinatorica 4,(2-3),1984,247 ~ 258. 

Yamamoto K. , Logarithmic order of free distributive lattices, J . Math . Soc. Japan ,6,1954,343 — 353. 


第 2 章 ”横贯 与 匹配 


1 横贯 起 图 


KH--(E,E, ,E,) X EMI E E TC X SH PERU, 
Bp 
TNE A@ (i-1,2,-5,m) 
则 称 TRH 的 一 个 横贯 。 
H 的 极 小 横贯 乌 构 成 X 上 的 一 个 简单 超 图 , 称 为 H 的 横贯 超 图 , 记 为 T,H。 
fli 若 超 图 是 简单 图 G,S 是 不 合 边 的 点 集 ,如 基 -S$S 与 G 的 所 有 边 相 交 ， 
则 称 S 为 独立 集 。 于 是 
T,G = |X - SIS 是 G 的 极 大 独立 集 | 
例 2 Ki EX ber 一致 超 图 ,站 上 所 有 n -r + 1 元 子 集 都 是 KS 的 极 小 
横贯 ,因此 
T(K)-K," 
例 3 考察 完全 x- WEEK, aa SPARS X'U XU UX , 边 
是 x- TO a! xy ,这 里 zx! eceX.usgeX..uucexdbx,x,.e, 
X 是 所 有 的 极 小 横贯 。 因 为 若 存在 一 个 不 同 于 X X^ XT 的 极 小 横贯 工 , 则 对 
$i FE a, € X'-T,Bla,,a.,° ar 与 工 不 相交 ,但 它 是 超 图 的 一 条 边 , 矛 
盾 。 因 此 , 除 集 X? 1X? e X" 外 没有 其 他 的 极 小 横贯 , 故 
TCR 
$14 令 G 是 一 个 运输 网 络 , 即 “发 点 ”为 a,“ 收 点 "为 < 的 有 向 图 ( 见 Graphs, 
第 6 章 )oG 中 从 a Be 的 路 上 的 绝 集 作为 入 的 一 条 边 。 显 然 五 是 简单 超 图 ,并 且 
TH Ea Sz BIER I NEUE 
WE MS S/R" CHENEY TE s P0 4 (05) 4) 的 研究 的 基础 上 。 现 
叙述 如 下 : 
ABE iH =(E E ME = (F,F,,…) 是 上 两 个 简单 超 
图 , 则 H = TH 当 且 仅 当 对 XX 的 任意 二 分 划 (A,B) 满足 : 
(i) RAAE-RUECHATA 中 ,或 者 有 一 条 边 下 E H SFB; 
(Ci) 上 述 两 种 情况 不 能 疗 时 出 现 。 
证 1. RH = 日 ,考虑 区 的 一 个 二 分 划 (A,B)。 如 果 和 A 会 一 条 边 EE 万 ， 
MORZEM, X-A = B 是 电 的 一 个 横贯 ,因此 B 仿 一 个 极 小 横贯 全 E 
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THW TEH H-#UF,B FC B。 于 是 ( i ) 成 立 , 此 外 (ji ) 是 显然 的 。 

2. RH fH" 是 两 个 简单 超 图 ,使 得 对 XX 的 任意 二 分 划 (A,B), 关 于 玉 和 HH 
UR HAMA KREA). FERRER H = H'axBgm 1. HH" = 
THM ECI) 和 ( ii ), 从 而 有 HK = TH。 

X H 4H’ WEE FE EH -H,X*&XEB8—4uUX-F,F),EXT 
HAH WEU), H 中 不 存在 一 条 边 EE AEX - FAXBILASUX-F.F)X 
THH'WECI ), 故 存在 FE H IS F'C F'.SEB—RE.X- F 中 不 会 
H fih MARX - FF) 关于 五 和 五 满足 (1 ), 故 存在 Fi € H' BF C 
F'OPRIFQCF'CF HFA REEF = FF ,从 而 FE H ,矛盾 。 
由 对 称 性 ,也 不 存在 边 F E H — H’, Bk HW = HH。 

推论 1 设 HAR RETARA, NE = TH 当 且 仅 当 H = T,H'。 

事实 上 ,H = T,H 当 且 仪 当 对 XX 的 每 一 个 二 分 划 ( 有 A,B) 关于 HAR 满足 
Ci ) 和 (ii), 即 每 一 对 多 的 二 分 划 (B,A) 关 于 ARE) AC) SE H = 
T.H, 

#it2 UH BAMA, T.(T.H) = Ha 

FASE 1 即 可 得 证 。 

”应 用 (保险 箱 的 钥匙 问题 ) ” 设 管理 委员 会 成 员 的 集合 为 和 ,每 个 成 员 具 有 一 
定 的 决策 权重 ,对 每 个 玉 己 多 ,使 正中 各 成 员 权 重 的 和 不 小 于 事先 给 定 的 阅 值 ,从 
而 能 对 具有 多 把 锁 的 保险 箱 存 取 文 件 。 能 打开 保险 箱 的 极 小 成 员 集 合 E 构成 一 个 
简单 超 图 五 .本 问题 是 确定 给 每 个 成 员 一 把 或 多 把 钥匙 所 必需 的 锁 的 数量 ,使 得 这 
保险 箱 能 被 打开 的 充 要 条 件 是 :至 少 有 H 的 一 条 边 的 成 员 在 现场 。 

车 TH = (FF. F,) ,并 把 第 ;把 锁 的 钥匙 分 给 已 中 的 每 个 成 员 , 显 然 ， 
fj^ EC HRSA EXIST EZ US ACXTÉEHI,mtftibE2,A^E 
T.H 的 横贯 RA 中 成 员 不 能 打开 这 保险 箱 。 因 此 所 需 锁 的 最 小 数量 是 m(T.H). 
特别 地 , 若 这 个 管理 委员 会 中 n 个 成 员 均 有 相同 的 权重 , 且 打 开 保 险 箱 必须 有 > 个 
成 员 在 现场 , 则 需要 锁 的 数量 是 

ne, uu] 

正面 讨论 一 个 交 笋 图 的 横贯 超 图 。 设 末 和 互 " 是 称 上 的 两 个 简单 超 图 , 若 瑟 的 
每 一 条 边 也 是 末 B-RA, MEA HHE HCH AH CH, 划 记 为 H = 
HE HBR- H B-RA, WEA H <H .因此 

HCH>H<H 
3|38 1 WR HAR 是 多 上 的 两 个 简单 超 图 , 则 
H<H 


， =H = HK 
H <H 
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证 “事实 上 ,由 于 互 < 厅 ,五 的 每 一 条 边 瓦 ; SH 的 一 条 边 下 ,又 因为 H < 
H,H' ia F 48 H 的 一 条 边 互 ,所 以 
E DFDE, 
(AA HEREA, KA i= 7 A, HARRER 的 一 条 边 。 由 对 称 
tt,H = H’, 
3|382. HRA MMA, y CH) > 2 当 县 仅 当 TH«H, TR (OD EH 
的 色 数 ( 见 第 4 章 , $ 1)。 
WE EKE WR yH) > 2, 则 有 TLH-X HLSW T € THAG&H 
的 边 , 则 对 二 分 划 { 了 ,和 -T),H PRA—-RUAFT AX - T P,BICT, X - T) 
是 五 的 一 个 二 色 划 分 ,这 与 y(H) > 2387). 
反之 ,如 果 TH< AMA (CH) > 2。 否 则 存在 五 的 一 个 二 色 分 划 (A ,了 B)。 
由 点 着 色 引 理 ,B 售 一 个 集 TE€ TH, 再 由 于 T,HAH,THEEC HIEGBOE, 
“这 与 (A,B) 是 五 的 二 色 分 划 相 矛盾 。 
引 理 3 ” 超 图 万 是 交 簇 的 充 要 条 件 是 :HH <TH 
证 ”车 万 是 交 灸 , 每 一 个 EE€ 厅 是 日 的 横贯 ,因而 巨 舍 一 个 极 小 横贯 E 
TH, 所 以 上 HH < TH。 
RZ, mR HTH. TEE HAHAAH, AE E SH Sd 
WA BN H RR, 
定理 1 H 是 无 环 的 简单 超 图 , 则 有 H = TH 当 且 仅 当 
(i) x0D »2 
(CH) HAR 
由 引 理 1,2 和 3 可 得 定理 。 
推论 B HETARA, y(H) =2R y(H) =3.6 H 表示 将 
H PRAWE HEU ixl, ze 多 一 玉 来 代替 所 得 的 超 图 , 则 H' 是 2 可 着 色 。 
“证 ”事实 上 ,如 果 y(H) > 2, 由 定理 1,H = T,H Wi H AME BHR 
贯 ,因而 也 是 H ORE Mae EU lel & TH PU E ATH PERI 
x(H)22, 
TE H 的 2- 着 色 中 ,用 没有 用 过 的 第 3 色 对 y € E 3:6, 8008 HHEH 3-36 
色 。 因 此 x{H) = 3。 
下 面 给 出 使 H = TH 成 立 的 几 个 超 图 例子 。 
例 1 完全 x- KERAK, ME T, (Kp) = Kio 
例 2 7 个 点 的 有 限 射影 平面 P, WE T, (P,) = P,, P, R-AZRERE?2 
可 着 色 。 若 用 两 种 颜色 + 和 -对 局; 的 顶点 着 色 ,那么 最 后 一 个 顶点 就 不 能 是 + ,也 
不 能 是 — CLE 1)。 
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+ F, 
P; 


* 


图 1 图 2 

CIS RH r 的 扇形 超 图 FF 定义 为 :有 条 基数 为 2 的 和 1 条 基数 为 > 的 边 
组 成 ,如 图 2 BER LE, 是 一 个 交往 号 厅 是 2 可 着 色 , 故 T,(F,) = F,o 

例 4 Lovász ERI L, 定义 为 :顶点 集 由 7 个 点 集 X! = b X = fenh, 
X= | 的 并 组 成 , 边 为 所 有 如 下 的 集合 : 

XU {zr ae ay 
显然 ,L, BER, A y(L,) > 2。 否 则 ,存在 一 个 二 色 分 划 (A B) ,使 得 X 中 至 少 
有 一 个 是 单 色 的 (特别 是 六!' ,因为 | X | = 1)。 令 i 是 使 X 为 单 色 的 最 大 整数 , 则 存 
在 一 条 单 色 边 久 U1 assu ,1, 这 与 (4,B) 是 L, 的 2 着 色 分 划 相 矛 盾 。 
因此 由 定理 1,T(L,) = L,. 

例 5 用 上 例 相间 的 方法 ,利用 定理 1, 可 证 明 工 ， = (X - EIE € L,) 满足 
T,(L,) 一 Lio . 

例 6 IX ERE 互 定 义 为 ;r 个 不 同 的 集 已 | E;,,E, ,满足 EE; N E, = 
leo} 全 天 门 ,2 = |E.|& IE x LE MEX H Ha, BMLAFCE, - 
xol Ez — ixol 7; E, — (xs 1) 的 完全 r- 部 超 图 中 的 边 。 用 阅 样 的 方法 可 证 明 
TH= He 

下 面 遂 过 图 表 ( 图 3) 描述 具有 性 质 T,H = 五 的 超 图 百 的 各 种 性 质 , 并 将 证 明 
图 表 中 前 面 性 质 所 没有 证 明 的 一 些 欧 含 关系 。 

性 质 1 五 是 一 个 简单 超 图 , 则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(i) H X35,B. y (H) > 2; 

(ii) 人 五 是 交 艇 的 但 不 是 星 。 

车 (i) 成 立 ,由 引 理 2 TLH < 五 。 又 由 于 HER KBR = THRE 
& Alt HW = T,H«H = TH。 由 引 理 3 可 知 ,五 " 是 交 馈 。 用 同样 的 方法 可 证 : 
POOR, ) 也 成 立 。 

性 质 2 每 一 个 满足 (7) ERES EG). 
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(4) ZUI)»2 (VECHY)(V x E): 
X(H-EJC(EU ixi)-2 


()xUDn» 2, (YECH): ZUI - E)=2 


(DACTH G)T,HCH 


(8) (VECH)(V x C E)(3kE'CH): 
ENE'=jx} 


(5) H« T.H 


(8) (V XOU ELCH (x); 
LE, [xe x AAAA 


miyani H) 


#Æ: H RAS AMA 
图 3 
注意 到 ; 若 HWET), W H 是 无 环 的 简单 超 图 。 
由 于 Xy (五 -五 ) = 2, 则 存在 互 -三 的 一 个 二 色 分 划 (4,B), 且 王 在 这 个 二 色 
分 划 中 是 单 色 的 。 不 失 一 般 性 假设 已 CA4。 对 五 中 任意 一 个 顶点 z, 若 改变 x HH 
& UH P-AESBHREAHRAMWE WEN E = {zx|, 即 (8) 成 立 。 
性 质 3 设 玉 是 无 环 篇 单 超 图 ,满足 (2), 则 厅 必 满足 (8)。 
h FER E CE 五 是 五 的 极 小 横贯 ,因此 互 - 1x] 5 H PERHE 不 
HZ, KA E) E = {z}, BI(S) 成 立 。 
TERR 4(Seymour [1974]) KHEX EB—TIEIEBWIECSe AC X, 
不 存在 A 的 二 分 划 (A,,Az) HA, MA, 都 是 H, 的 横贯 集 。 
证 “注意 到 由 于 五 满足 (7) , 则 互 是 无 环 简单 超 图 。 若 存在 4 的 二 分 划 (A，， 
A.) WE A, 和 A. 都 是 H, HE ,考虑 部 分 超 图 
H -(EIEC H,E[1A = Q) 
WH 3e OO ,28WICA, A4) BT LIP SE F2 H (65 — 65) X AAA OD MH EH. 
[E dC ER C7), 88 P8 H^ — 6 AXICB,,B;J,E BLU B, C X - As ELT HEH, 
(EBM EC H AEN BAGEN BAG WIHMECH-H A 
EQA,4@, ENA: #@ 
于 是 {有 A) U BLAU B) 为 万 的 二 色 划 分 ,这 与 (7) PB. 
性 质 5(Seymour[1974]) HX Ei C) 的 一 个 超 图 , 则 对 每 一 个 ACX， 
ASH PES | A| 条 边 相 交 , 仅 当 A = ØRA = 多时 等 号 才 有 可 能 成 立 。 
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"OW ”下面 分 三 种 情况 考虑 : 
情况 1 A = 乡 。 这 结论 是 平凡 的 。 

”情况 2 A = 义 。 由 于 的 关联 矩阵 MM XE XU (CH) = m "ERREUR MEE 
程 组 :MT7z = 0€ m« [X| = nn, 即 有 mr 个 方程 n 个 未 知 量 , 则 存在 一 个 解 (z,， 
zj,7'.z,) FOF 

A = falo 201,  A'-ízxiz 250], A = izle, « 0! 

显然 ,(A' ,A ) 是 A' 的 一 个 二 分 划 , 并 且 AT MA BH, 的 两 个 横贯 ,这 与 
性 质 4 387F fi Abt m Z9 nn。 从 而 结论 成 立 。 
情况 3 AAG AAX.> 

H = |E|E € H,EC. A] 

H'-ÍiEIEC H,E(1A - QJ 
ÉTAZX,AzO,USHZH,H AH MAF ARE) WEER 的 一 
个 二 色 分 划 (A， ,A,) 及 H 的 一 个 二 色 分 划 {B,,B,)。 因 为 x(H) > 2, 所 以 {Al 
U BiA: UB.) 不 是 五 的 二 色 分 划 , 故 有 ” | 

HAH UM 

于 是 ,存在 一 条 边 E, CH-(H UH) RE 
EIZA 
i2 Ano 
假设 ASH 中 相交 的 边 数 不 超 过 | Al ,如 同情 况 2 可知 ,存在 一 个 A 上 的 不 
全 为 零 的 实 函 数 z(z) 使 得 
SY zz)=0 | (ECH-E) 


«€ Ef1A 


4 
| z(x) Racca 
0 &r&A 


z(r)- 


则 
Siz(a)=0 (E€H-E,) 


ZEE 


MFA = liz) »01,A7 7 [x le(2) «01 DAO AMSER 
盾 。 不 妨 设 


由 性 质 4,E, 1 A = @. 
$ Hı = IEIEC H,ECX -(A'UA )}|,B FH AH, 是 2 可 着 色 ， 
4(B', ,B^) 为 H, 的 一 个 二 色 分 划 。 


H FIERD E CHAE CH REQ ATA O, MRA ATUB, BHM 
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横 员 。 又 由 于 TH 之 日 ,于 是 存在 日 的 一 条 边 Fi AEAU B, 中 。 
车 Ei C B, , 则 E, € Hi, 这 与 (B1,B;) 是 有 ,的 二 色 分 划 相 巴 盾 , 因 此 EE N 
A 天 分 ,所 以 
5 z(x)20 


££ Ei 
Rik E, = Ea, EE 

(2) E,CCA'U B, 
用 同样 的 方法 可 得 

(3) E, C AU B; 

但 B, 与 By 不 相交 ,于 是 由 (2) 及 (3) 可 得 E, C A' C A, 这 与 (1) 相 矛盾 。 

性 质 6 每 一 个 满足 (7) 的 超 图 也 满足 (9)。 

设 G -(X,H;D) 是 超 图 H 的 点 - 边关 联 二 部 图 ,由 于 HWET), HEA S 
WM SEP ACC X,AIPALS | Al FH Konig 定理 知 , 对 每 个 顶点 € XE 
在 一 条 对 应 的 边 瑟 , € H(z), 且 这 些 边 EE, 两 两 不 同 。 故 (9) 成 立 。 

我 们 已 推导 出 mH) 之 n(H), BF m(H) = n(H) 的 刻画 由 下 面 定理 给 
出 。 

定理 2(Seymour{1974]) HA AWE(7) Hl m(A) = 2 五 )。 对 任意 顶点 
z E Xđ, AER E, € A(z) 与 之 相对 应 , 且 使 得 BE.(z € X) 两 两 不 同 。 定 义 
X LE PP BE G,IEGTHTURA x $ymg s Bx yc E,, 则 G 是 强 连通 且 不 含 
偶 圈 。 反 之 ,如 果 G = (XX,T) ER X EARS BARAK X 上 的 
BE H; = (Jei UT lr € X) 满足 (7) EA m Hg) = n(Hos 

本 定理 可 由 前 面 的 性质 获 得 证 明 ( 见 Seymour [1974 ]), 

推论 ”车 超 图 HRE) 且 mH) = n(H), BH’ CAEC) H. 
mCGH ) = nCH' c 

在 这 种 情况 了 ,点 - XIXEX —BBEDIHBCKVLAOEEGD Y H OB)ROWUH 的 边 集 之 
间 的 一 一 对 应 关系 ,从 此 Gn AG, 有 相同 的 性 质 。 

确定 T,H 的 算法 H= (E, Ez En) MH = (F, Faye, F) EW 
个 超 图 , 令 

H U H'- (E Ezy, En, Fi, Fasto Fy) 
HVH' -(EUFjliszm,jsm) 
minH = (E|E € Hi(VF € H,FCE):F = E) 
则 我 们 有 
T,CH U H) = mn(T,H V TH) 
HEE, 是 HU FK 的 横贯 当 和 且 仅 当 To Æ HAH 的 横贯 , 即 
T,OTUT 
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ES T€ TH,T € TH ,或 等 价 于 
TETHY TH 
故 上 式 成 立 。 
确定 T,H 没有 多 项 式 算法 , 它 是 一 个 NP- 完全 问题 ,不 过 ,对 于 点 数 较 少 的 起 
图 有 几 个 有 效 的 手工 方法 (Maghout [1966] , Lawler [1966], Roy [1970] 等 )。 利 用 
公式 (1) 于 下 面 的 方法 : 
设 H= (E, E230 En) M H, = (E, ,Es,… ,EE;)o 利 用 公式 (1), 依 次 确定 下 
面 的 序列 TH TH: T, H, 
T,H, = Uxtl2 € Ey) 
T.H, = T,(H, U {E,}) = min( TH, V (Ixilx € E;,)) 


TH, = T, (Hi, U Ef) = minC,H., V Clxil x € Ej) 
最 后 可 得 T.H, = TH. 


2 系数 zt 和 7 


FOR H, A tH) 表示 H 的 最 小 横贯 的 基数 , 称 为 五 的 横贯 数 。 同 样 ,用 
TH) 表示 H 的 极 小 横贯 的 最 大 基数 。 显 然 有 


r(H) = minl Tix max l Tl = «(H) 


li 阶 为 r 的 有 限 射影 平面 .由 定义 , 阶 为 > 的 射影 平面 是 一 个 有 +r: 一 r+ 
1 个 顶点 (“点”) 和 ?一 + +1 条 边 (“ 线 ”) 的 超 图 ,满足 下 面 公理 : 

(1) 每 个 点 恰好 属于 r 条 线 ; 

(2) 每 条 线 恰 好 含有 r 个 点 ; 

(3) 每 两 个 不 同 的 点 会 在 且 只 会 在 一 条 线 上 ， 

(4) 两 条 不 同 的 线 有 且 只 有 一 个 公共 点 。 

SEMA r.,r 阶 射影 平面 未 必 存 在 (如 7 = 7) ,但 是 , 若 r = pri ARK 
全 2,a 之 1, 则 存在 p 元 的 域 上 的 阶 为 > 的 射影 平面 , 记 为 PG(2, yp )。 例 如 ,十 
个 点 的 射影 平面 (“Fano HIB") 是 PG(2,2)。 

易 知 射影 平面 的 每 条 线 是 FI 的 极 小 横贯 。 当 H 是 七 个 点 的 射影 平面 时 ,因为 
H = T,H ,HH 中 没有 其 他 的 极 小 横贯。 当 坊 是 阶 x > 3 的 射影 平面 时 ,有 (H) = 
r ,但 存在 基数 >r +2 的 极 小 横贯 (Petikan [1971]) B lE r (万 ) zr 2. 

另 一 方面 ,Bruen [1971] 证 明了 每 个 阶 为 x 的 射影 平面 满足 z (五 ) Sr + 
Vr-l 

事实 上 ,对 于 阶 + 委 9 的 射影 平面 ,不 是 线 的 横 员 了 的 极 小 基数 由 下 表 给 出 : 
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r 3 4 5 6 7 8 9 
n 7 13 21 31 — 57 73 
minlT| | — 6 7 9 — 12 ? 


W2 . 秩 为 的 仿 射 平面 ,一 个 秩 为 的 仿 射 平面 指 的 基 : 从 阶 为 +1 的 射 
影 平面 中 将 一 条 给 定 的 线 上 的 点 全 删除 所 得 到 的 子 超 图 HH 中 每 条 边 称 为 线 ， 
H 的 两 条 无 公共 点 的 线 称 为 是 平行 的 。 

秩 为 上 的 仿 射 平面 满足 下 面 性 质 : 

(1) GRRE k PA: 

(2) 每 个 点 属于 & + 1 条 线 ; 

(3) 有 &£ PAR +k RR; 

(4) 两 个 不 同 的 点 有 一 条 且 只 有 一 条 公共 线 ; 

(5) 两 条 不 同 的 线 或 没有 公共 点 ,或 有 一 个 公共 点 ; 

(6) 平行 是 一 个 等 价 关 系 , 它 将 线 集合 分 划 成 每 个 有 在 条 边 的 天 十 工 个 类 ; 

(7) 过 给 定 的 线 外 一 点 ,存在 一 条 且 仅 一 条 线 与 给 定 的 线 平行 。 

Bruen 和 Resmini [1983] 证 明了 q 阶 仿 射 平面 日 有 Tr(H) < 29 - 1。Brouwer 
和 Schrijver [1976] 证 明了 由 q 元 域 所 构成 的 仿 射 平面 媚 , 有 (H) = 2g - 1。 最 后 
Jamison [1977] 证 明了 在 q 元 域 上 ,以 el ,ez e, 为 基 的 向 量 空间 上 ,其 边 为 平 


Bi] ze Darn = 6| 的 超 图 条 具 有 z(H) = nla- 1) + 1。 这 个 基 孝 是 由 机 


HOT = dkelk € Ki = 1,2,7,n] 得 到 ,但 它 说 明 不 可 能 得 到 比 这 更 好 的 。 
例 3 (n.k.A)- HEE n 阶 的 上 一致 超 图 五 使 得 每 一 对 顶点 恰好 含 在) 条 
边 中 , 则 称 H 是 一 个 (n,k, 和 4)- 构 形 。 从 定义 易 推 出 


Ci) H 是 正则 的 , 且 ACH) =a, 


(I) H fein (OH) = A SUL, 


一 些 已 知 的 (x k A) SBMA Re RP RSH: 


(13,3,1) (10,4,2) (9,4,3) (11,3,3) (12,4,3) 
tf 7 4 4 7 6 


XE3 BH = (EBs. E ) EX EOE, COD = 2. SelB 
Be RCIE|x|E.|x--x|E.|,.BX'P&—Tt2 TFRESHAEH 
的 A 条 边 中 , 则 
[E -1 n-t 
Dl k }<al k ) 


证 设 工 是 日 的 极 小 横贯 ,对 每 个 x 了 ,存在 一 条 边 E, EIE. T = 
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lal BUT r y BIS E, AE, WKH = (E, |z € T) 是 末 的 一 个 部 分 超 图 。 
用 两 称 不 同 的 方法 对 (4 EHR HUP E C H' ABEN(X-T) ke a 
Tk , 


(1) are E 2 m IE, DA} 


x(5 ye) 


推论 1 Hon 阶 无 环 超 图 ,s = min|E|,A = ACH), 则 z'(H) < 
[aS | aen. 当 s = 2 时 ,这 个 界 是 最 好 的 。 
事实 上 ,在 定理 pR k = 1, 且 令 r(H) = 1, 则 有 
s—1 n-t 
:| 1 MN 1 ] 
AA r (H) = (xL 对 s = 2, 由 Turan 图 知 等 号 成 立 。 
推论 2 互 是 = „H min| E,| = s » 2,9 
z(H)sn4— i -3:4 D - 5 V An(? -3s +2)+(s? -3s 4 1y 
证 在 定理 3 中 取 = 2,4 = 1, 有 
s—1 n-t 
(C3 )<{ "2") 
也 就 是 
t = tls -354+224+1)+(n* - n) 20 
上 式 中 二 次 方程 的 两 个 根 为 : 和 4:”。 注 意 到 1 X n X ce HF VOI) Sana A 


此 ,我 们 有 r(A) s 1'。 故 结论 成 立 。 
jÉit 3(Erdes, Hajnal [1966]) H din Er 3- 一 致 线 件 超 图 , 则 


(H) <n- 2n ++ 


在 推论 2 中 取 s = 3 即 可 得 此 结论 。 
定理 4(Meyer(1975]) ” 设 玉 是 一 个 超 图 ,上 且 minl E |= s > 1, X X HW 
点 按 下 述 方式 标号 
dyle) S dy(xi) dn(r,) 
WH) = + 满足 


Dld) +s -le Edula) 
证 应 用 定理 3 证 明 中 的 公式 (1)， 邻 = 1, 可 得 
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(1’) Bee De 27 daz) 


因此 ,zt(s - D 2; aula, )。 易 证 所 需 的 不 等 式 。 


注意 到 定理 4 推广 了 推论 1， 在 图 的 情况 下 , 它 推广 了 Zarankiewicz 的 定理 
(Graphs, 第 13 章 )。 
(Hansen, Lorea [1976] 用 归纳 法 给 了 另 一 个 独立 的 证 明 》 
定理 S(Berge, Duchet [1975]} H = (E,,E;,…,E,) 是 X 上 的 超 图 。 令 EE 
- E Wl c (CH Sk SAR SAA = (E, , E; ,",E,) Æ k- 保 形 的 。 
证 ATES H Ek- 保 形 的 ,也 就 是 证 明 对 每 个 A CC 义 , 下 面 两 条 等 价 : 
(G) (VSCA,ISIX EXE, € FH):EDS 
(O (3ECHAE DA 
下 面 考虑 这 两 个 条 件 的 否 命题 , 即 
(C) (3SCA,ISI EVE, € H): E N 5: Ó 
(C) (VE C HE (1Az 0 
H TIER H Ek- RER, RARER) SCC) 等 价 。 另 一 方面 ,r (Ho S 
价 于 每 一 个 横贯 A 包含 一 横贯 S 满足 | SIS k EREC) )。 
h F(C )=>(C) 总 是 成 立 的 ,所 以 r (H) sk HRAC) EET CC), BT 
LH)x & 当 且 仅 当 厅 Bh 保 形 超 图 。 
推论 1 WHEN LGB k 六 2 是 整数 , 则 (万 ) Sk 当 且 仅 当 对 每 
一 个 有 + 了 条 边 的 部 分 超 图 H' CH, AE-AUECHARBE ic ldy (2) > 
He 
证 ”由 第 1 章 的 定理 15 HERO, Hee 保 形 的 等 价 于 对 每 一 个 有 + 工 条 边 的 
RAH’ CH, E 
A = ixix € X,dg(x) >k} 
SER -RHE 中 。 由 于 
dael) = |H'|-dy(x) 2 kt1-dy,(x) 
这 条 件 也 等 价 于 
lela € X,d,(z)z1ll ACE 
由 此 可 得 结果 。 
推论 2 H Ær(H) = 上 之 2 的 简单 超 图 , 则 超 图 人 了 五 是 一 致 的 充 要 条 件 是 : 
对 每 个 有 上 + 1 条 这 的 部 分 超 图 H^ C 百 , 存 在 一 条 边 王 和 H &idEixix € X, 
dip (Ce) > Li "m. 


3 + 临界 超 图 


H = (E ,FE;,…, 忆 ,) 蚌 一 个 超 图 ,车 在 矿 中 任意 删除 一 条 边 其 横贯 数 减少 ， 
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Bp 
r(H — Ej) € r(H) Gj. = 1,2,*,m) 
则 称 五 是 临界 的 .由 于 不 可 能 有 CCH E) < r(A)- 1, 因此 , 若 r(H)= 41+: 
1, 则 五 是 = 临界 当 且 仅 当 对 每 条 边 E € H,rT(H- E) = to 
Bii 超 图 KL, Ær WARM BA CK, = 1+1, 若 玉 是 Ki,, 的 一 条 边 ， 
则 超 图 Ki,, ~ E 有 一 个 +t- MAX E. 
例 2 令 :Y 是 :+r 一 1 元 集 久 上 所 有 (r -1)- FRAME MBA 


€ 以, 取 一 个 与 之 对 应 的 顶点 yh ,它们 构成 基数 为 (“了 ，] 的 集合 Y。 考 虑 在 X 


U Y ERAH = (AUÍIyIIAC€ 以 )。 显 然 ,r(H) = t IL BT H - (AU 
Ly 有 二 MAX — A AMR HEr 临界 的 。 

HF r = 2,r 临界 的 概念 是 Zykov 在 1949 年 提出 来 的 ,而 系统 的 研究 始 于 
1961 4F Erdos 和 Gallai 的 论文 ,证 明了 无 孤立 点 的 = 临界 图 满足 2r(G) - n(G) > 
0。 图 4 和 图 5 给 出 了 两 个 = 临界 图 的 例子 。 


r=4 r=5 
2r-n=2 2r-n=3 


图 4 LE 


SERI 每 一 个 zt- 临界 图 是 简单 的 。 

假设 H = (E, Ero En) Æ r 临界 但 不 是 简单 的 , 则 存在 两 个 不 同 的 下 标 
i Mj, E, CE Mit H - E, UB CCCH) -1)- RRS E, 相交 的 横贯 必定 
5 E, HEA H) c(H) -1,F B. 

性 质 2 HAHA) = t+ 1 的 超 图 , 则 必 存 在 一 个 r- 临界 的 部 分 超 图 本 
CHW (CH) =t+1, 

事实 上 ,在 不 改变 横贯 数 的 前 提 之 下 ,将 H 中 的 一 些 边 逐次 除去 BADE 
边 为 止 ,所 得 部 分 超 图 H' 即 为 所 求 。 

2 ERAH 中 的 一 个 顶点 , 称 z 为 临界 的 ,如果 

(1) r(H - HGx)) € c(H) 
CERERI CI) 等 价 于 下 面 的 (2): 

(2) «(H - H(x)) = r(H)-1 
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事实 上 , 若 (1) 成 立 , 超 图 五 - 互 (z) = Hii — (GrH) -1)- AT, IT, 
U iri 是 互 的 横贯 , 它 的 基数 是 (H), HA T Æ H — H) 中 的 最 小 横贯 。 故 
(2) 成 立 。 

反之 , 若 (2) 成 立 , 令 工 是 末 的 会 z 的 最 小 横贯 , 则 荆 - {xi 是 所 ~ H(zx) 的 
(CH) -1)- 横贯 , 故 (1) 成 立 。 

性 质 3 = 临界 起 图 的 每 一 个 点 是 临界 的 。 

设 互 是 一 个 = 临界 超 图 ,z 是 五 中 任 一 项 点。 由 于 二 会 在 一 条 边 中 ,不 妨 设 为 
EMA 

r(H - H(z)) & vc(H- E) < (H) 
因此 a 是 临界 的 。 

例 1 考虑 一 个 连通 无 割 边 的 简单 图 G = (XE). SHRUG 的 边 为 顶点 ， 
G 中 的 图 为 边 所 构成 的 超 图 ,由 于 GRAENA, G 中 的 每 条 边 总 含 在 某 个 圈 中 , 因 
WHEE LY P ERR, 

对 每 个 en € E.ffft GHETE e, 的 生成 树 FWA (H) = m(G) - 
n(G) + 1, B. G 的 每 棵 余 树 是 五 的 一 个 横贯 ,因此 互 - 下 是 琳 中 合 eo 的 一 个 最 小 
横贯 , 故 所 的 每 个 点 是 临界 的 。 

例 2 关于 强 连通 有 向 图 Go 也 有 类 似 的 结果 。 设 H 是 以 
Go 的 弧 为 项 点 ,有 向 图 为 边 所 构成 的 超 图 。 例 如 ,图 6 所 示 的 
Mobius 梯 Ce 其 H 的 边 是 : 


E, = lab bd ,de, cal a 
E, = iab,bf , fe, eal M 


E, = tab, bf, fe , ed , dc ,cal e 
E, = lab,6d ,dc cf, fe eal 
Es = icf, fe,ed,dc} 图 6 


易 证 (CH) = 2 且 HH 的 每 个 点 属于 一 个 2- 横贯 。 故 HET 
点 是 临界 的 。 作 为 练习 ,读者 可 以 证 明 与 这 例 相 应 的 性 质 3。 

定理 6(Tuza [19841) 8H = (E, E n EL) Æ c WRA, (H) =t 
+1,0 


{El+rrYy 
MI t ) <1 
证 HERRA E, HET, C L(H-E)HIT,|- RAE T. = 0 
HE C8 ij = jc。 于 是 由 第 1 章 中 的 定理 6 可 得 
” EMILE 
N? J J x 
Di |E] ! 


这 就 是 所 要 的 不 等 式 。 
推论 1(Bollobas [1965], Jaeger, Payan [1971]) 设 玉 是 秩 为 x Hr 临界 超 
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r+t 
«an«(^1*) 
此 外 当 H = Kn, 时 ,这 个 上 界 可 达 。 
证 $ECH,BTIElxr,A 
IEI*t rtt 
C RUIT) 
AUR 
rf JEl+2\" 
»ap» t | <D t | <1 
这 就 是 所 要 的 不 等 式 。 
ï H = Ki,, 时 , 易 证 等 号 成 立 。 | 
推论 2(Erdss，Hajnal 和 Moore MEH) U G den 阶 简单 图 ,a(G) = & HX 
每 条 边 ej; ,a(G — ej) = 上 上 +t, 则 
、 n-k-l 
m(G)< 2 
HT G 的 每 一 个 极 大 独立 集 是 G 的 极 小 横贯 的 补 , 因 此 r G) = n - &, BT 
SRI ej, r(G — e) = n — k - 1, HAH 1 可 得 不 等 式 。 
下 面 的 结论 是 Gyarfas，Lehel, Tuza [1980] 的 一 个 定理 , 它 推广 了 Hajnal 的 定 
理 (Graphs, 第 13 章 ,定理 8)。 
定理 7 EH EX bite HAMBA PRS) 229, 0(H) = + +1o 令 
= |AIACX,A& HAFEN € X. AU II € HI 
tre XMYCX,F 
Tr = {AIAG x, AU iz! c HI 
TY = Urs 
则 对 任意 的 EE H.AISNEIXINSCX®PMAITS|SISI. 
(*) 证 令 
*21SÍISC X,VEC HIE SIS] 
用 反 证 法 。 若 存在 某 个 S 各 名 使 得 |1TS| < |1S| ,并 令 S 是 具有 这 一 性 质 的 一 个 极 
小 集 。 由 Konig-Hall 定 理 (Graphs, 第 7 章 , 定 理 5), 二 部 图 G = (XD) 不 存在 SS 
到 .xz 的 匹配 。 但 对 每 一 个 y € S ,存在 一 个 S -iyl SI ifie EC E T EG PX 的 
每 个 顶点 的 度 至 少 是 1, 生 |TS|< |S|, 故 存在 A, CTS 和 两 个 不 同 顶 点 yy 
€ Swe ` 
AoU {yl = EI,EH “ (y, € S) 


Q Wü Af. 
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AoU {yt = E € A (y; € S) 
HF r(H-E,)=¢,4 T, SBR H — E, 的 一 个 上 横贯 ,又 因 TT NE, = OQ, 
MA y, & Ti。 其 次 

TNA+@ (A € Dy, A É Apo) 
由 S 的 极 小 人 性 ,对 每 个 YCS- fy}, AITYl>S 
| Y| AA S- {y} DTS 的 一 个 匹配 ,这 个 匹 
配 建立 了 y€5- ly} MAy) C Ty 之 间 的 一 个 
对 应 。 由 于 |PS| = |1S|- 1, 所 以 每 个 4 ETS 是 某 
个 yES-f3 MR. 

现 把 T, 中 凡 属 于 S - fy 的 点 y 均 换 成 A(y)} 


中 异 于 y 的 点 ,所 得 集合 记 为 To. © . 
注意 到 着 A E TS 且 满 是 工 NA = 名 , 则 在 G " 
中 ,S dy dE PSA 连接 的 点 y 属于 T ,所 以 “> UA 
T,(1Ax0 (AETS) © Tr, PRK 
由 于 SE AKA 
B7 


T,(|Es 0 (EC H,E(1 Sz 9) 
所 以 T, 是 H 的 一 个 横贯 , 且 | T;| 志 | Ti| = 4, 矛盾 。 


4 Konig 性 质 


HA H 的 两 两 不 相交 的 边 集 称 为 匹配 ,用 vCH) 表示 H 的 最 大 匹配 中 的 边 
数 。 
一 个 匹配 也 可 以 定义 为 A(H,) = 1 的 一 个 部 分 超 图 Hy 
易 知 ,对 每 一 个 横贯 T 和 每 一 个 匹配 互 。， 
ITN EIS1 (EEM) 
因此 | Aa Es | TT , 故 
v(H) = max | H, | xi cH) 
. v(H) = (H) 的 超 图 H RARE König 性 质 。 
超 图 五 的 一 个 覆盖 所 有 顶点 的 边 集 合 称 为 五 的 一 个 覆盖 LET (HU) 
= mindy, Cr) Sl WA H Lid 
p(H) = min| Hi | 
最 后 ,车 SC XX 满足 ;对 任意 EE 有 |S 个 EI 所 1, 称 S 为 下 的 强 独立 集 ， 


alH) = maxi S| 
由 定义 直接 可 推 得 (HH) = CH" ),a(H) = v(H* )。 由 于 这 些 关 系 ,把 满足 
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p(H) = a(l H) WRA H 称 为 具有 对 偶 König 性 质 。 
Al 六 部 完全 超 图 . 设 n, Sn, xoc Sn, ER Ki ingore, Bt = nay 


= n WERA Konig 性 质 。 又 由 于 p = na = n, MERA AMR Konig 性质。 

例 2 半 凸 多 米 诺 骨牌 ,多 米 诺 骨 牌 PP 是 平面 
上 一 些 依次 排列 的 单位 正方 形 组 成 的 有 限 集合 ,就 
像 在 一 棋盘 上 挖 去 一 些 单位 正方 形 所 成 的 图 形 。 每 
一 个 多 米 诺 上 骨牌 P 对 应 于 一 个 超 图 ,其 顶点 为 了 
的 单位 正方 形 , 含 在 已 内 的 极 大 矩形 作为 边 。 

Aur P RA Helly 性 质 且 是 保 形 的 。 

此 外 , 若 平面 上 每 一 条 水 平 线 与 P 的 交 构 成 
一 个 区 间 , 则 称 PEG H RARA P 具有 
Konig 性质 {Berge, Chen, Chvátal, Seow [1981]), 
也 具有 对 侦 Konig TE (Gyon [1984])。 图 8 给 出 
了 使 v(P) E(P) Bf RE S R. 


图 3 v= 6, f= 8 的 多 米 诺 骨牌 


H9 p = gw = 7 的 多 米 诺 崩 牌 图 10 v-c-3,p-a-7 
. 的 半 丁 多米诺 骨牌 
例 3 铺 砌 砖头 ,考虑 整数 a 专 4， 
b quA px q 的 矩形 棋盘 ,用 a x b E 
fe We LE E41 E E y 
置 多 少 块 砖头 于 棋盘 上 ? 


考虑 这 样 的 一 个 超 图 Hip xq 的“ 
和 矩形 中 单位 正方 形 作为 顶点 ,所 有 ax b 
的 矩形 作为 边 。 则 上 面 所 提问 题 的 答案 
是 v(H)。Brualdi 和 Foregger [1974] 证 
明了 对 任 一 (PP,9)，, BA H AA König 
性 质 的 充 要 条 件 是 a15。 例 如 ,图 11 给 图 11 "x" 的 小 方块 构成 二 
出 了 a =2,5=3, 户 =9,g=6 的 情况 ， 的 一 个 最 优 横贯 
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所 构造 的 超 图 H 不 具有 Konig 性 质 ,其 中 v(H) = 9,r(H) = 10。 

如 果 用 a x b 的 砖头 去 铺 砌 一 个 前 残 棋盘 , 则 在 一 般 情况 下 , 它 既 不 其 有 
Konig 性 质 ,也 不 具有 对 偶 Konig 性 质 。 然 而 ,读者 容易 证 明 , 图 12, 图 13 ae 
有 24 个 小 方块 构成 的 剪 残 棋盘 ,对 1 x 4 的 砖头 来 说 具有 以 上 两 条 性 质 。 


Z(H)=8 


caza 


messe 


六 下 | 


| 加 | 


[lis sca 


有 “x” 的 小 方块 构成 H 的 … LEON WAIHI H E 
AP UE TALE AA TAZ B DG AE Jc ek (S tn La Mr DE HC OE eA 
12 图 13 


Sja 树 的 子 树 的 超 图 。 设 G 是 顶点 集 为 X = [rrn MW = 
(E,,E,,"",E,) € X OS T RR, (dH E, 的 诱导 子 图 为 G MTR MH 
具有 Helly A,A TRARA, H 也 具有 Konig TER. 

对 c(H) = 上 进行 归纳 来 证 明 ， = rs 如果: = 1, 显 然 y = re 现在 我 们 假设 上 
22AT = rz 是 五 的 一 个 最 优 横贯 。 

令 S CCX 是 使 子 树 G[Sj 含 有 工 的 最 小 集合 .进而 ,选择 丁 使 | S| 最 小 . 树 
GIS] 的 悬挂 点 x, 也 必定 属于 了。 

由 于 于是 五 的 -- 个 最 小 横贯 OAH, -CEIEC H.EC T = dnd) 
非 空 的 ,从 而 由 13 | 的 最 小 性 ,存在 一 条 边 五 | € 五; RE, NS- dai) = 0. 

MAH = H-H) A—-TO -1)- 横贯 , 故 由 归纳 假设 H) = tle 
在 H 的 -- 个 最 大 匹配 中 增加 边 E, 构成 H 的 一 个 基数 为 5 的 匹配 ,因此 (H) 之 
t= CCHO)LA TUE. v(H) = «(He 

AS 多 重 二 部 图 ,著名 的 Konig 定理 证 明了 多 重 汪 部 图 具有 Konig tt RAM 
偶 König ftf. 

对 于 非 二 部 图 具有 Kesnig 性 质 的 刻画 由 Sterboul 给 出 ,这 一 结果 的 证 明 将 放 在 
第 4 章 的 定理 6 里 。 

例 6 区间 超 图 ,Gallai 的 定理 证 明了 区 季 超 图 具有 Kan 膏 性质。 它 也 可 由 例 2 
或 者 例 4 得 到 。 今 后 ,还 可 知道 它 亦 具有 对 侦 König 性 质 。 

例 7 有 向 图 的 有 向 国 超 图 。 设 Gu 是 一 个 强 连通 有 向 图 , 令 HAUG, 的 弧 为 
顶点 ,Gu 的 有 向 图 为 边 所 构成 的 超 图 。 

如 果 Go 是 平面 图 ,Lucehesi 和 Younger [1978] 证 明了 超 图 H 具有 Konig 性 
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质 。 如 果 Gi 是 非 平面 的 ,一 般 情 况 下 超 图 HARA Konig 性 质 。 对 图 6 中 所 示 的 
Go v(H) = 1# r(H) = 2, Younger 猜测 :车 Go 是 平面 的 , 则 超 图 T.H 具有 
Kanig 性 质 。 对 一 个 平面 图 Go, 由 Go 最 短 有 向 图 所 构成 的 超 图 记 为 H, Kahn 
[1984] 证 明了 H, HARB TH, 具有 Konig 性 质 。 

定理 8(Seymour [1982]) 五 是 一 个 线 人 性 超 图 ,有 n HARA, m CH) 条 边 ， 
没有 重复 的 环 , 则 


(H) 
XH) > ^S 


CHE 设 昌 是 一 个 线性 超 图 ,m(H) = m n(H) = nop = p(H) = |I]. 
于 是 有 
(1) pm 


(2) p-1<™ 


下 面 证 明 (HH) > po 对 p = 1, 结 论 基 平 几 的 ,因此 可 设 p zz 2s F EDI m GB 
纳 来 证 明 。 
l. X8 E € H,UIDUMBES CB -2) El en 146 H'PRBI SE A 
X. 
否则 , 超 图 H, —-(FIFC H,F() E - ø) 满足 
m - m(H))«(p-2)|El*n-^1 
因此 ,由 (2) 得 
m(H,) > n(p-1)+1-(p-2)|El-n-1=(n-JE!)(p-2) 


m( H E 一 
mH) > 人 -El 全 _ yg 
A, 仍 是 线性 的 ,由 归纳 假设 ,对 五 | ACA) ZE p - 108 E NIEH, 的 一 个 含有 p 
一 1 条 边 的 匹配 中 ,得 到 H 的 一 个 含有 也 条 边 的 匹配 。 定 理 得 证 。 
2. €E SC X,lS|xi p ~1, 存 在 一 条 边 E EH, EENS Ø. 
令 rE X, AJ HERRER, SR TE- Ix| | E € H(z)| 是 两 两 不 交 的 ,而 
这 些 集 合 的 并 至 多 合 有 x 一 1 个 顶点 , 且 只 可 能 有 一 个 是 空 集 ,因此 |H(x)| 志 6 
dH WAKER ACH) S n. 
由 (2) ,部 分 超 图 H' = (EIEC HEN SAO) 满足 
nGU) s |SIAGD S {p -l)n « m = mH) 
Bubffi—RX0ECH-H REEQS= ø. 
3. 用 下 面 的 方法 逐次 定义 不 同 的 边 FP, F, MARA nsn 


此 时 有 
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xp: 
(I) F B-#EBERAD Mc, 是 下 | PE dalr) 为 最 大 的 顶点 ; 
(ID 对 i > 1,F BMF, 门 {x1,z2,…,zi1| = 作 且 基数 最 小 的 一 条 边 ( 由 
2. 可 知 ,这 样 的 边 是 存在 的 ) ,zi REF, 中 使 dy(z) 最 大 的 顶点 。 
今 
[Fl=£ 
H, = (EIEC H,Efl tr ,zr rT} = {x}) 
H = (ElIEEH,|IE|I= f) 
EEDA SAS SS MF, CM LTBA: 
(3) > f lH l—n ++ 20;-0 
xsj-ijli«j«is€ UEM. 
注意 到 车 CJ, WMH EE H 满足 x, € EE, 且 下 至 少 有 个 顶 
点 。 于 是 
n-1> MCEl-VY= (El- + 25 X CIEl-D 
‘ ‘ ry: 


m»Mh-Iat2ij-U0 


EEH, EER jE 
=£|H|- (Hire 2,0, -1) 
B (3) 成 立 。 
4. FEER: 
(4) 万 | 球 1- nz fo -1-1ZD 
Hi1.,H PSF, 相交 的 边 数 至 少 是 (p 72) f; + n +1o 对 于 zx € F, 
| HGO | | H(z) | 
TR 
(p-2)fa *n*1x f (CIH|s |Jil -1)1 
由 此 可 得 (4) 式 。 
5. P UESH; 
(5) IH» p-it DG -1 
"IGEIOLI ME 
|Hi|zifí(p-1- JD 26-0 


-1ef(-1-ID- 3G -D« 310-0 


JEL 
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此 外 ， 
filp-1-(ED- 3-02 f(io-1-1L10- M5 
fe, fei 
> f(p-1-11)-f£G-1-|h)) 
= f(p-i)mp-i 
由 此 可 得 (5) 式 。 


6. 下 面 逐 次 定义 边 序列 五 E, ,五 ÉEESE,, 7E, REX, RE € 
H? E, N Z = OE 
Z = xia. s X l U yE 一 { }) 

EKE, BITRA- {z E E 形 ) 两 两 不 相交 ,又 H? PERE rt, 
元 上 中 的 点 ,了 五? 中 至 多 有 1+ Z|- (i 一 1) 条 边 不 能 取 , 因 此 (5) 至 少 有 一 条 边 与 
Z, 不 相交 。 

注意 到 下, € Hi CH, MA x, & EXAME - teh) NE CZNE, = 
O Ama Eid E(G < i) FE, 不 相交 。 

因此 (E,,E;,… ,EE,) 是 一 个 匹配 , 所 以 v(H) E p。 

推论 (De Bruijn 和 Erd5s 的 定理 由 Ryser [1970] 证明) RH = (E, Earn, 
E,) 是 光 上 的 无 重 边 的 n 阶 超 图 ,满足 | E, P) E,| = 1 (E; ), 则 m nu^, 
im = 1, 则 下 列 情况 之 一 成 立 : 

(I) 五 是 秩 为 r 交 3 的 射影 平面 
(ii) H = CHE i5251,3l, nn ZI 
(il) H = (11,215, 1,30... 1,12,3, 7, 21D, m3 


由 定理 8 可 得 v(H) = PI LIS? 


利用 上 述 结果 ,Seymour 还 证 明了 车 H 是 线性 超 图 县 满足 vH) = ™, w 


CECI), CI), Civ) 之 一 成 立 ,这 里 的 (iY ) A: 
(iV) H = K,,n 25 为 奇数 


习 题 2 


1.($2) #88 HRA Helly 性质, 令 
H, = (EIE € HLECX- Ej) 
证 明 ;t(H) S maxm (Hi; )o 
2.(62) RHARKRA=26 r 一致 超 图 , 则 CH) $9 EJ di Sterboul 
[1970] 给 出 : 
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Zr 是 人 数 , 则 上 界 是 [了 [入 | |; 
D 


erage nigel "|; 


斌 构造 超 围 使 其 上 界 可 达 。 
3.(82) € H €3- 一 致 3 正则 超 图 , 则 


(DS [+] (Henderson, Dean [1974]) 


举例 说 明 这 上 界 是 最 好 的 可 能 。 
4.(82) 3E HXX.EXSSEB.STÉA Y CX,QEX 
HIY = (E, IE, € H,E, C Y) 
车 已 中 没有 边 , 令 vH) = 0,038 
uy (ex) 


JE MAA DMR! T = laa} AS H=X-T TPAIJCUE,. 
yey KEL od Lard xov d BALA), P49 (Lehel [1982]). 

Br: 3 EHH] 中 的 边 构 成 的 二 部 图 G = (T.S: r) n3 BH, = 
(E, |E, € HE, CAUTA) -ARA T, 满足 


ITA U ra| 


由 To = TLU(T- AJ H & —^JKERS|TO| zm ITT TAS lAl, 
从 而 可 得 结论 。 

5.(84) 设 尸 是 由 多 米 诺 骨 有 牌 所 定义 的 超 图 ( 见 84 PH 2)。 证 明 : 

(1) 已 是 保 形 的 ; 

(2) P 中 存在 度 为 1 的 顶点 ; 

(3) 存在 相 异 的 顶点 2,900.52, E rz EE, (i= 1,2,;^c,m)s 

6.(84) 设 P 是 半 丁 多米诺 骨牌 所 定义 的 超 图 ,证 明 ; 存 在 人 SCKR 是 一 个 横 
贯 上 且 也 是 强 独 立 集 。 

7.(84) 用 Seymour 的 结果 证 明 “ 友 谊 定理 (Erd5s)”; 若 在 nn 人 集合 中 ,任意 
陌 人 恰好 有 一 个 共同 的 朋友 , 则 他 们 中 有 一 个 是 所 有 其 他 人 的 朋友 。 


O A Sterboul 1970] cit IMAGO z | 
CC a ak AH 
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1 分 数 横贯 数 


Ws 是 一 个 整数 ,gy 是 超 图 万 的 边 集 到 10,1,2,…,s1 的 一 个 函数 ,满足 
YN q(E)zs (Wx € X) 


EC Hea) 


则 称 9 为 超 图 日 的 一 个 s- 匹配 。y Wg(E) 称 为 这 一 个 * 匹配 的 值 ;v,(H) = 
EEH . 
max P q(E) 表示 超 图 H 的 所 有 匹配 的 最 大 值 。 显 然 ,1- 匹配 就 是 匹配 ,因此 
* FEN 


9x CH) = yCH 
分 数 匹 配 是 一 个 实 值 函数 9 ,满足 ; 
(DOxq(E)T  (VEC€ H) 


Q) Ww q(G)x1 (Vr.EX) 
EE Hir) 


AH 的 分 数 丐 配 的 最 大 值 记 为 
v (H} = max 2 ,q(E) 
Dj ”考虑 一 个 前 残 棋盘 ,如 图 1 是 有 27 个 方 格 的 前 残 棋盘 ,希望 用 若干 2x3 
的 矩形 卡片 得 羔 这 棋盘 ,使 每 一 张 卡片 覆盖 6 个 方 格 , 则 最 多 用 几 张 这 样 的 卡片 覆 
盖 棋盘 ,使 得 没有 两 张 卡 片 相 重 爱 ? 现 构 作 超 图 太 作 , 它 以 棋 稚 中 方 格 全 体 为 顶点 
集 ,以 能 被 一 张 卡片 覆盖 的 方 格 集合 为 边 , 则 答案 是 以 万 )。 图 1 中 给 出 了 一 个 3 条 
边 组 成 的 匹配 , 郎 v(H) = 3。 下 面 的 问题 较为 困难 :在 这 棋盘 中 ,最 多 需 用 几 张 卡 
片 ,使 每 个 方 格 至 多 覆盖 2 次 ?答案 为 y,( 昌 ), 图 2 给 出 了 一 个 含有 7 条 边 的 2- 匹 
配 , 因 此 vo (H) = 7。 经 精微 细致 分 析 可 证 明 v (H) = 7. 
设 日 为 了 上 的 超 图 。 对 整数 上 之 1, 若 函数 
psX > 10,1,2,…,k| 
满足 
Vibt(r)z& | (VECH) 
;€E 
Wh p HH 8]—^ k- RR. 
Q BOCA M D 之 上 实际 上 它 级 售 在 (2) 中 。 


Q LARRY H, {i -AARI H , Ss A XE CIRC TEE RHET DET PREDA, D E Hi n Df it 
As 382 964 fil RB UO EE TE 
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oi 
r Atl 
X :党 3 


v(H)23 v H)z7 


图 1 围 2 
2,» G0) FEA k- HAE p 的 值 ,用 eL CH) 表示 H Oe 横贯 中 的 最 小 值 ,显然 1- 


横贯 就 是 横贯 , 故 rH) = rH 
H 的 分 北 横 贯 是 X 上 的 一 个 实 值 函 数 p(x) ,满足 : 
(Ox p(x)xl (Vr€X) 
(2) > 2,562021 (WE €H) 


Hic 2 = min Sp (2) 表示 H 的 分 数 横贯 数 本章 主要 讨论 这 个 数 。 


9j, 若 HER GCs, 可 直接 得 出 p(xz) 1 是 一 个 2- 横贯 ,县 z,(H) = 5. 
plc) 三 0.5 是 一 个 分 数 横贯, 且 2" CH) = 2.5。 此 外 (HD = 2,v,{H) = 5, 
v (H) = 2.5, 

注 HH = (Ei, Eze, Ep) 是 X- Ix, xc.xmd 上 的 超 图 , 仿 A= 
(a) Æ H PRK HHP 

1 WREE, 
ta T {0 如 果 x, & E, 
一 个 分 数 匹 配 可 以 看 作 多 面体 : 
Q = iqig € R",¢20,Ag <1} 
的 一 个 矢量 。 这 个 m HSAPHSMARAH 的 匹配 多 面体 ,匹配 是 Q 中 坐标 分 
量 为 0 或 1 的 矢量 。 类 似 地 ,一 个 分 数 横贯 可 以 看 作 多 面体 : 
P = {plp € R',pz0,A7 p 21l 
中 的 一 个 矢量 。 这 个 多 面体 称 为 横贯 多 面体 。 
定理 1(Berge,1ovasz,Simonovits) f£—#A H 满足 : 


. n H “ 5 H * 
HD) = ain OD <a EE] eme hU = v n 
m __. (CH) . [Al aH) _ 
= r’ (H) = mn S min py max = CH) 


这 些 不 等 式 称 为 "基本 不 等 式 "。 表 达 式 中 出 现 的 “max”( 或 “min”) 意 指 上 界 
(或 下 界 ) 可 达 。 


第 3 章 TRAE ，59 ， 

证 1. v(H) = min 50D 

4 H AREH) = m HAER AH H 中 每 条 边 重 复 * K, GRH, 
SH’ 是 日 的 一 个 VOR, A (A) > wH) m s = 1 时 等 号 成 立 。 故 

min v CH) = y(H) 

2. mip ED < ay MIE} 
4 H dH 的 最 大 匹配 , 则 有 

(H) = 


mH) m(H') 
ACY S B28 ACH) 
m(H ) V an 


max {757% E sup = 


3. wan ACH ) 
^H' CH PM max UT. 


H’) 
m(H) | m(H^) 
max ACH) = ACH) Sy Sue 


4. sup S UD - max UD = y" (H) 


n 
e = 
E 
T 
M 


令 z = (2z in) Æ H Ks: FS € Qf 


(1) s On 


反之 , 设 4 是 使 >) w = v! CH) 的 分 数 匹配 。 由 于 q 是 由 整 系数 线性 不 等 式 所 
界定 的 多 面体 Q 的 极 值 点 , 故 a 是 有 理 数 。 令 
Gi Seep eae n, 是 非 负 整数 ) 


HEF oz = (2,.225°7'.2,,) 2 0,8 Az = Als) = sAq 过 5'1, 则 矢量 z 是 一 个 5 
UC ae, Alt 


= EA eO) 


v '(H) = LES sn 
所 以 由 (1) (人 = yy EA 
MNT = max OD = yy'(H) 


S. x’ CH) = rr (H) 
pr SE PE ALA AY) xp BE IE RT 48 
» 


min = max >" g; 
per q€Q H qi 
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6. c (H) = min i CD - ing CH 
4 p BAG) p, = c' CH) 的 分 数 横贯 。 由 于 多 面体 PP 的 极 值 点 的 坐标 是 有 


AH, S t = (titat) 使 得 


pomo Getestet, 为 非 负 整数 ) 


由 于 A'p 21,8 A t kl, i t RE je RHA 


z '(H) = zs > MH) 


RZ, RE A BHL >r (H) ,从 而 有 
D) = min CIO = r'(H) 


WACX.$ 
. s = s(Ħ4) = min| E, N Al 
则 集合 A 的 特征 函数 是 一 个 s- 横贯 ,因此 nH) SIAL FRA 
. n(H) t, (H) |A| 
mn Tp SUP SS) 
由 于 这 结论 对 任意 的 A 和 XX 成立 , 故 


- t, (H) |A| 
min < min cH.) 


8. min “LA < max nOD 
令 工 是 万 的 最 小 横贯 , 则 有 
. 1A | 了 | _ 
min Sue iTi qo < max 
9. max OD = «UD 
设 TEHN- ELS LS 181695 为 了 的 特征 函数 ; 
Ji meee T 
tr} = | 
to MEr&T 
LE 1:8 8:1:9 l) Be 横贯 。 因 此 有 
nOD) S Sar(x) = ITI 
Ex 


故 
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max EC <|Tl= r(H) 


推论 1 具有 Konig 性 质 的 超 图 H UR b 条 两 两 不 交 的 边 的 充 要 条 件 是 : 
k(H) SIA] | (VAC X) 
事实 上 , 若 超 图 RH 满足 Kanig 性 质 , 则 (CH) = c(HO), FRA 
v(H) = min At 
因此 v(H) 之 上 与 给 定 的 条 件 等 价 。 
推论 2 具有 Konig 性 质 的 超 图 含有 与 每 条 边 均 相交 的 点 集 的 充 概 条件 是 : 
RACH’) > m(H’) (VH CH) 
(与 推论 1 的 证 明 类 似 ) 


推论 3 HE 一 致 正则 超 图 , 则 p(z) = 二 是 最 优 分 数 匹配 。 


事实 上 ,考虑 1 阶 广 一致 正则 超 图 百 , 用 两 种 不 周 的 方法 计数 点 - 边关 联 二 部 
图 的 边 数 得 
m(H)r = ACH)n 
Vide ERE ! ,可 得 


a mH) m(H') . .. 1A n 
r > AUD SB acy ST UD Sms, 


PU. OD = = Aple) e 二 是 最 优 的 。 
例 ”对 于 re BRS KC ,由 推论 3 有 
r’ (K) = 4 
且 还 有 
«K) = [eio SK) = nr+l 
另 一 个 例子 ,对 图 C, ,由 推论 3 有 
EE 
和 
(C6) 2«c' (6) = F< eC) =3 


将 定理 1 中 的 结果 应 用 到 对 偶 超 图 H ,有 完全 不 同 的 组 合意 义 的 解释 。 
B HEX ER—TRSBE. 128 3 AR [X 10,1,2,-.£1 满足 


MGR (WEEH) 
r€E 
则 称 了 是 日 的 一 个 强 k- 独立 函数 。 令 
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a,(H) = max 2 f(x) 
易 知 ,一 个 HPA 1- Tor ERO H 中 的 一 个 独立 集 , 且 有 a1 (H) = a(H), 
性 质 1 HU BAA 
e, CH) = 4(H') 
事实 + 上 ,HH 上 的 一 个 强 &- 独立 函数 确定 了 万 ”的 一 个 大 匹配 ,反之 亦 然 。 故 结 
论 成 立 。 
性 质 2 BH a 阶 r- 一 致 超 图 ,4 ,k,k BRB +k = Ar Ba > kO 
数 , 则 
a,(H) = àn - tr(H) 
事实 上 ,对 看 的 一 个 强 &- 独立 函数 和 
Dle) Sk (VE € H) 
HE AR plr) = A 一 f(x) Zz0,A mU 
Dele) = ar = Afix) S Ar- k =% (E € H) 
这 表示 pHH 的 &- RH MMA 
MfG) = An 一 Mb) 
rE X r€ X 
因此 ， 
a, CH) = max 2 f Cac) = An ~- min > p(x) = An — ty (H) 
显然 , 若 超 图 是 图 G, 取 A =k =k’ = 1, 就 得 到 著名 的 等 式 
a(G)+rG)=n 
对 于 整数 s m 1, 开 的 一 个 * 覆盖 是 满足 以 下 条 件 的 一 个 函数 g: 
LE, E377 E, | 10,1,2,……,*| ,使 得 
S gEm: (Wx € X) 
4 EE Hcr) 
pH) = min g(E) 
性 质 3 RRA Æ 万 的 对 偶 , 则 
(UH) = 4(H") 
事实 上 ,日 的 一 个 BRUNT H^ Ae k- 横贯 ,反之 亦 然 。 故 结论 成 立 。 
VERAS HIEAGD = 上 .的 正则 超 图 ,4,s,t 是 满足 :+ 上 = 入 RA ZO 
的 整数 , 则 l 


O MAPHI- RA EBAR- A PEL RPIEHLEBI, 
Q WERE TIEFE MARR AF, A A 
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p, 万) = Am -v (H) 
事实 上 ,五 ”是 一 个 h- 一 致 超 图 ,由 性 质 1,2 和 3, 有 

p, (H) = uH) = Am - a (H') = àm -y (H) 
于 是 由 对 侦 性 可 得 定理 1 。 
定理 1 任 一 超 图 万 满足 : 


- ma max SUD _ a (HH) = 9° 
a(H) = min k Soma. Hy < ma kp ° (H) = p` (H) 

AD prin A 

"UU. Sm = eC) 


推论 。” 具有 对 侦 Konig 性 质 的 超 图 HER 覆盖 的 充 要 条 件 是 ; 

kr(Hi) 守 1A! (WACX) 

事实 上 ,如 果 alH) = pH}, WA 

PCH) = mae iy < 
这 等 价 于 给 定 的 条 件 。 

例 考虑 高 斯 的 一 个 著名 问题 :在 8 x 8 的 棋盘 中 ,最 多 能 放置 几 个 王后 ,使 
得 没有 两 个 王后 在 同一 行 、 同 一 列 和 同一 对 角 线 上 ?考虑 图 A( 图 3) ,那里 放置 8 个 
符合 要 求 的 王后 ,显然 ,8 是 最 大 数 。 用 超 图 语言 来 说 ,车 棋盘 的 方 格 为 顶点 ,以 行 、 
列 和 对 角 线 上 的 方 格 为 边 的 超 图 HR a(H) = 8.8 8, o(H) = 8, 因 为 8 个 列 就 
构成 一 个 覆盖 ,因此 , 超 图 五 具有 对 侦 Konig 性 质 :a(H) = p(H). 

下 面 的 问题 较为 困难 ;至少 需 放置 多 少 个 王后 ,使 这 棋盘 中 每 行 、 每 列 和 每 一 
AR EEA EB RRA) = 14。 由 于 7 条 相 半 平行 的 白色 对 角 线 和 7 
条 平行 的 里 色 对 角 线 形成 吾 的 一 个 匹配 。 此 外 ,也 有 CH) = 14, 在 图 B 中 描述 了 
14 个 元 素 构成 的 一 个 横贯 .因此 ,v( 万 ) = (H) WER 日 具有 Konig 性 质 。 

不 同 于 上 述 控制 问题 , 问 最少 需 放置 多 少 个 王后 能 控制 每 个 方 格 ? 这 答案 为 
5,F C 的 解 对 应 一 个 最 小 权 的 最 大 强 独立 集 ; 即 a (H) = 5。 

我 们 也 可 提出 这 样 一 个 间 题 ;能 否 放 置 16 个 王后 ,使 每 行 、 每 列 和 每 一 对 角 线 
*EH2TERTHTa(H)-2at(H) = 16, 若 允许 2 个 王后 占据 同一 个 方 格 , 问 
题 则 变 成 显然 了 。 下 面 , 图 卫 给 出 了 一 个 (0,1)- 解 矢 量 , 也 就 是 一 个 最 优 的 强 2- 独 
立 集 。 

最 后 ,考虑 如 下 问题 ;是否 存在 放置 在 不 同方 格 中 的 28 个 王后 组 成 的 2- 横 
SEL ESIBT—TRGO,.D- 解 矢量 表示 的 最 优 2- BERE. 
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T(H El 


tol H7 28 


LK 
2 图 的 分 数 横贯 


下 面 所 考虑 的 超 图 是 简单 图 , 记 为 G = (XX,E)。 由 定理 1, 有 


wu(G) m(G) _ 
k <M AO’ AG) F (6) 


n(G) 
k 


v(G) 一 min y 
Hs - (G) 
定理 2 每 个 图 G 满足 


eG) = n) | s) 


此 外 ,存在 一 个 最 大 的 2- ARH C 2G ,其 中 的 连通 分 支 为 孤立 点 、 平 行 边 
LI 
对 于 这 样 的 2- VOREH ,TEXE— 1 BU AMR e ,使 和 (zx) = 0,8 2 BH 


的 孤立 点 ;t(z) = 040) 7 13 iG) = ely) = 5H 2 Bly BH PRESS 


边 的 端点 ;z(zx) = 5H 2 含 在 五 的 一 个 奇 图 中 。 

证 BH C2G RÍEm(H) 最 大 的 2- 匹配 。 瑞 的 一 个 连通 分 支 若是 长 为 
偶数 的 路 或 偶 园 , 则 可 用 数 条 平行 边 代替 这 个 连通 分 支 而 不 改变 mH) H 中 没 
有 连通 分 支 是 长 为 奇数 的 路 , 否则 用 数 条 平行 边 蔡 代 该 分 支 将 增加 m CHO oT 
假设 日 是 满足 定理 所 描述 的 2- 匹配 。 
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现在 按 下 面 的 规则 依次 对 G 的 顶点 分 别 标 上 0,1 BRS: 


(1) H 的 孤立 点 标 以 0; 
(2) 在 G 中 与 标 以 0 的 点 的 邻 点 标 以 1; 
(3) 在 五 中 与 标 以 1 的 点 的 邻 点 标 以 0， 
(4) 未 被 规则 (1),《2) 和 (3) 所 标的 其 他 点 标 以 1/2。 
注意 到 从 琅 的 一 个 孤立 点 出 发 ,六 着 G- ARMS OE CRP, 
其 终点 不 能 是 玉 的 孤立 点 ;否则 在 PP 中 ,交换 G -HAARE 与 五 中 的 平行 边 集 
EMH = H-E +E 是 G 中 的 2- ICA E mH) Z m(H) + 1,:X S8 H 
的 最 大 性 相 庆 盾 。 类 似 地 ,上 述 类 型 的 奇 交 钳 路 其 终点 在 HMA DELE, 
上 述 类 型 的 奇 交 错 路 不 能 含有 其 他 标 以 0 的 点 。 
因此 ,上 面 的 规则 定义 了 +z(z), Vx € X BRU) Mec) BG 的 一 个 分 
数 横 贯 。 又 由 定理 1, 8118 
m{H) = BP «e (G)< Dyula) = m) 
故 上 式 等 号 成 立 。 阿 时 也 证 明了 (r) 是 G MRLDRBR AA 
m vG) | n(G) 
r’(G)= = 
定理 3(Lovasz[1975]) ” 任 一 图 G 满足 


t’ (G) SFG) + «(G)) 

证 ”假设 全 是 图 G = (XX,E) 的 一 个 最 小 横贯, 则 S = X ~ TG 的 最 大 
独立 集 。 令 & 是 一 个 端点 在 S 中 的 两 两 不 交 的 边 的 最 大 数目 。 由 二 部 图 中 的 Konig 
定理 的 证 明知 ( 见 Graphs, 第 7 3) ,存在 S 的 一 个 子 集 A, UR 

1S -4ol+ |PcAo| = min] S - AL e [TcA D = 2 


$ 
0 Zi r€A, 
f(x) = l 若 r c D5;A, 
n # x € X - (A, U ToAo) 
显然 ,1(x) 是 G 的 一 个 分 数 和 横贯 ,因此 
2r (G) & 25 t) = {T|+ [Toco] + |S- Asl 
- AGRIS r(G) + v(G) 
故 结论 成 立 。 


推论 。 对 于 图 G ,下 列 陈述 等 价 : 
(1) r'(G)= r(G) 
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(2) x(G) = r(G) 
证 由 基本 不 等 式 知 ,(2)=>(1) 成 立 。 
P ME (1 )=>(2). 
假设 G 满足 (1) ,由 定理 3 有 
1 


«G) = r’ (G)<F (AG)  (G6)& 1 GG) + 2(G)) 


因而 (2) 成 立 。 

注 由 r”(G)=wG) 推 不 出 »(G) = Tr(G)。 例 如 ,rc (K,) = v(K,) =2, 
{A +(K,) = 3。 

在 定理 2 中 所 给 的 最 优 2- 匹配 殊 定 一 个 最 优 分 教 匹配 auG 中 使 gq(e) 关 0 的 
这 些 边 。 诱导 出 G 的 一 个 部 分 子 图 ,这 个 子 图 的 连通 分 支 是 :孤立 点 、 孤 立 边 和 奇 
图. 这 样 的 一 个 最 优 分 数 匹配 称 为 是 典型 的 .Balinski[1970] 证 明了 典型 的 匹配 是 
匹配 多 面体 的 极点 ,我 们 有 下 面 的 定理 4。 

定理 4 (Uhry [1975]) G = (X,E) 是 一 个 图 ,g 是 一 个 典型 的 分 数 匹配 ,使 
得 qale) = 1 的 这 些 边 。 组 成 的 集合 为 在 包含 意义 下 的 极 小 集 , 则 G 的 一 个 最 大 
匹配 MM 为 

M, = fele € E,q(e) 2 1l 
和 M, 的 并 集 , 这 里 M, 为 

lele € E,gle) #0} 
Pata yy; 的 最 大 匹配 ,i = 1,2… . 

OE BR a.m Bele € E,q(e) = >| ORAM, X, 表示 jx 的 
顶点 集合 , 则 

X,-X-UX 

易 见 M, 是 子 图 GLX, ] 的 一 个 最 大 匹配 。 下 面 将 证 明 M =M UM, UM, 
Us 是 上 6 的 最 大 匹配 。 

车 匹配 M 不 是 最 大 的 , 则 由 交错 路 引 理 (Graphs, 第 7 章 ,81), 在 G 中 存在 一 
条 交错 路 pn[a ,5] EF a,b EMEA ETA GLX) 中 ,AM 的 边 构成 一 个 最 
KEE, AH, pla, b] 至 少 与 一 个 X, 相交 ,不 妨 设 为 X,o o 此 外 ,由 于 子 图 GX] 
含 唯一 的 一 个 M 非 饱和 点 ,pm[a ,5] 的 另 一 个 端点 在 天 一 时 huie bum a 是 
路 u[a,5] 中 含 在 X, 上 的 最 后 一 个 点 。 

AX, Xx - X, zB xr: M 中 ,必要 时 适当 调整 X 中 的 最 大 
匹配 Mi ,不 妨 设 a = an 

fX1a2€X.5€X. 
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对 每 个 集 FCE, rle) 表示 下 的 特征 函数 ,并 今 
1- qle) z eC u[a,b5] 
Pu, (e) 车 e€ Fl 


Dy, (e) Be€ ps 


qe) 其 他 
易 见 ofe) 是 G 的 一 个 分 数 匹配 。 因 为 


$a le) = Diale) 

"€ E EE 
Hq 也 是 G 的 一 个 最 优 分 数 匹配 但 9%' 比 g 少 一 些 权 为 十 的 边 ,这 与 g 的 定义 相 
矛盾 。 


q (e) = 


Æ p |a, 8] 


情况 2 a€ X5 € Xoo 
4 


Dy (e) 若 e€ jp 
gle) 其 他 
显然 ,gqg BG 的 一 个 分 数 丐 配 , 且 有 
Drle) - Xa(-21-$»0 
e£ E EE 
这 与 g 的 最 优 性 相 认 盾 。 | 
上 面 已 穷 举 了 所 有 情况 , 故 M 是 最 大 匹配 。 
下 面 的 定理 被 用 来 刻画 图 G ,其 中 G 具有 性 质 y(G) = c (G),* M 是 图 G 
= (X,E) 中 的 最 大 匹配 ,G 中 的 图 yy SA E X ~ jy 之 间 没 有 M 的 边 ,就 称 y 被 M 
分 离 。 用 SOM) 表示 G PRM 分 离 的 两 两 不 交 的 奇 圈 的 最 大 个 数 。 
定理 S(Balas[1981]) ”每 一 个 图 G 满足 


r’'(G) = v(G) 十 l maxs( M) 


1-9g(e z eC pla,b} 
gq (e) = 


证 “ 令 g 是 一 个 典型 的 分 数 史 配 ,使 得 满足 4(e) = 7 的 。 构 成 的 集合 极 小 ; 
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4 ui ast p dm d xL e BL AER SM 为 定理 4 陈述 中 定义 的 匹配 ,由 于 
His avs fe RM 分 离 , 从 而 有 
r(G) - (G8) = Dale) -1MI= $ & 5 maxs(M) 
此 外 ,车 存在 匹配 M 使 得 | M| = | M' | 和 s (M7) > s, li M 对 应 的 上 典型 的 
分 数 匹 配 g 可 得 
224 le) -[M'lI* sM) > | MIT+ E 一 sale) 
这 与 q 是 最 优 的 相 矛 盾 。 因 此 ,* = maxs(M) EDGE XII ES AERE 
为 了 说 明 这 一 结果 ,考虑 图 5 所 示 的 图 。 其 中 最 大 匹配 M 它 不 分 离 五 边 形 ; 
而 最 大 匹配 M; , 它 分 离 五 边 形 。 因 此 maxs(M) = 1 , 且 可 找 一 个 分 数 横 贯 g(e), 其 


.、 1_7 
值 为 uAG)}+ > = 7° 


M, My ace) 


图 5 
推论 1 E GREIG) = r"(G) 的 充 要 条 件 是 :不 存在 分 离奇 图 的 最 大 匹 
配 。 
事实 上 ,在 这 种 情况 下 i maxs(M) = 0。 


推论 2(Lovasz[1975]) ”每 个 图 G 满足 

(D e (0) & 306) 

(1) 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 两 两 不 交 的 三 角形 的 并 。 

证 WRG 是 由 户 个 点 不 交 的 三 角形 组 成 的 , 则 r (G) = 2p MG) = 


pO) 式 等 号 成 立 。 
É G 不 是 上 述 类 型 的 图 , 令 M 是 使 *(M) 最 大 的 最 大 匹配 。 每 个 被 -M 分 离 的 
HAZLE M 的 一 条 边 , 所 以 


e (G) = (G) + 3sUOD < (G) + 39() = (0) 
等 式 (1) MERE IEUE ST ABIES M 的 一 条 边 。 由 于 存在 这 些 三 角 
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形 外 的 边 , 则 它 和 将 产生 一 条 连接 两 个 不 同 三 角形 上 非 饱 和 点 的 交错 路 ,这 与 M 的 
最 大 性 矛盾 。 

下 面 刻 画 使 v(G) = r(G) 成 立 的 图 Go 

令 M 是 G 的 一 个 最 大 匹配 , 含 M PR RWAKH2A + 1 的 奇 图 称 为 是 小 遍 
PARAM PRS k 条 边关 联 的 点 称 为 基点 。 

车 一 条 路 的 边 依次 在 MH) 5 E -~ MOBIL) 中 交替 出 现 , 称 这 条 路 为 M 
交错 路 。 

E u 是 一 个 小 扁豆 ,ma 是 连接 M 的 一 个 非 饱 和 点 与 Ai 的 基点 间 一 条 长 为 偶 
数 的 交错 路 ER Ai + us 为 单 花 ( 见 图 6)。 

E EE 


AERA 


Ho 单 花 
BAP DRE p 和 px,{ 可 以 相交 ) 的 两 个 基点 被 一 条 长 为 奇数 的 交错 路 ma 
所 连接 , 称 HI 十 H3 十 fa ARE LA 7). 


H7 Xi 

对 于 最 大 匹配 M ,从 非 饱 和 点 出 发 ,通过 奇数 长 的 面 无 偶数 长 的 Mi 交错 路 到 
达 的 顶点 称 为 是 细 点 ;而 通过 偶数 长 的 而 无 奇数 长 的 M 交错 路 到 达 的 顶点 称 为 
是 粗 点 ; 若 一 个 项 点 既 可 通过 偶数 长 的 交错 路 到 达 又 可 通过 奇数 长 的 交错 路 所 到 
达 , 称 该 点 为 混合 点 ,一 个 点 是 M- 不 可 达 的 , 若 不 能 从 一 个 M- 非 饱 和 点 开始 通过 
M- 交错 路 到 达 的 顶点 。 

下 面 的 引 理 是 匹配 的 推广 性 质 中 较 弱 的 一 种 形式 (Gallai [1950], 
Berge[ 1967] )。 
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引 理 1 车 MM 是 G 的 最 大 匹配 且 G PRAM 不 可 达 顶 点 , 则 G 中 存在 袍 合 
点 当 上 且 仅 当 GARE, 

事实 上 ,由 非 饱和 点 出 发 的 交错 路 所 到 达 的 混合 点 总 是 某 个 单 花 的 基点 。 

引 理 2 著 台 关于 最 大 匹配 M 来 说 只 有 粗 点 或 绝 点 , 则 G 中 的 细 点 集合 了 是 
一 个 最 小 横贯 , 即 | 了 | = vy(G)。 

事实 上 ,与 每 个 粗 点 相 邻 的 顶点 都 是 纳 点 ,因此 TEARRE M 中 的 每 条 边 
包含 一 个 粗 点 和 网 点 ,而 所 有 的 非 愧 和 点 是 粗 点 。 因 此 ,1T| = | MI = v(G)。 

引 理 3 CHG 中 关于 最 大 匹配 M 的 不 可 达 顶 点 的 诱导 子 图 的 连通 分 支 , 则 
C 与 XX -人 C 之 间 的 边 没 有 一 条 属于 M, 有 目光 一 忆 中 与 C 中 某 点 相 邻 的 点 均 是 细 点 。 

结论 显然 。 

定理 6(Sterboul [1978],Deming [1979]) HA G ,下面 这 些 条 件 是 等 价 的 : 

(1) v(G) = r(G) 

(2) 对 每 个 最 大 匹配 M ,G 不 含 单 花 和 双 花 

(3) 存在 一 个 最 大 匹配 M , G 不 含 单 花 和 和 双 花 

人 证 (1) 二 (2)。 假 设 v(G) = r(G)。 令 MM 是 6 的 一 个 最 大 匹配 。 若 G 中 
SHH p + pio sp 是 基点 为 za 的 小 扁豆 ,pn = ala, b] ÆA a 到 非 饱 和 点 4 的 MM 
交错 路 ,出 匹配 M = M — (M f) po) + (jo — M) BERAN, AA p 被 M 
分 离 , 因 此 s(M") 之 1。 由 定理 5 知 ,v(G) 关 TT"(G), 矛 盾 。 

车 关于 M,G 会 双 花 + pz + pLas51, 这 里 pla, b) EEH p, 和 jp, 中 两 个 
基点 的 M- 交错 路 。 

若 有 一 个 非 饱 和 点 z 与 双 花 中 的 一 个 点 有 交错 路 连接 , 则 可 通过 交换 该 交错 
路 上 的 粗 边 与 细 边 ,可 得 到 一 个 最 大 对 集 所 对 应 的 单 花 .与 上 类 似 可 得 矛盾 。 和 否则 ， 
让 了 工 是 G 中 的 最 小 横贯,z 是 在 下 中 又 在 x[a ,加 中 的 一 个 顶点 。 在 G 中 增加 一 个 
新 顶点 ze 和 新 边 [ zu ,zx]】, 所 得 的 图 记 为 GC LESE v(G)s v(G Os c(G') 8 
v(G)=ÍM|=|T]= (G) = c(G’) FEA (G) = r(G7)。 在 G 中 存在 单 
Rael t+ ple.b6] 4+ pi Klay x] n x.a] ^ yy MO 用 与 上 述 类 似 的 证 
明 可 得 矛盾 。 

(2) 一 (3)。 显 然 。 

《3 一 (1 假设 各 连通 且 v(G) 天 r(G)o 令 M 是 G 的 一 个 最 大 匹配 且 不 含 单 
花 和 双 花 。 又 假设 G 是 满足 上 述 条 件 且 顶点 数 最 少 的 图 。 

情况 1 G 有 关于 M 的 非 饱 和 点 。 

RG 中 不 可 达 顶 点 集合 为 4, 则 |A| 冯 |X| 。 由 引 理 1,G 不 含混 合 点 。 因 此， 
t X-A Br SERT EEG 只 有 粗 点 和 细 点 。 由 于 不 存在 两 个 非 饱和 点 间 的 交错 路 ， 
KM = MNE) EG 的 最 大 匹配 ,由 引 理 2,G 的 细 点 集合 工 构成 G 的 一 个 极 
小 横贯 ,满足 | 了 | = IMIUEANT ESEA 与 区 一 A 之 间 的 边 。 
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BTG-G(A]T&3EBtURmA, ,因此 M 在 子 图 G 上 的 限制 及 也 是 G 上 的 一 
TRALEE AG 中 不 含 单 花 和 双 花 , 故 由 归纳 假设 G 中 有 一 个 横贯 寺 , 使 | 了 | = 
IM MEA T-TUTXEGMER,BSITI-ITUTI- IMUMI- 
I MI x5 v(G) x «(G) FB. 

情况 2 G 中 没有 关于 2M 的 非 饱 和 点 。 令 了 为 G 的 最 小 横贯 , 取 zi ET, 
是 在 G 中 增加 新 项 点 ze 和 新 边 [zo ,zit] 所 得 的 图 ,由 于 G 有 且 只 有 一 个 非 饱 和 
顶点 ,由 交错 路 引 理 , AM EEG HEXER, H T BEG HEMER. FE 

«(G)2|Mi«ITI- r(G’) 

图 G 有 混合 点 , 否 网 由 情况 1, 可 得 vy(G’) = e(GO ,矛盾 。 由 引 理 1 知 GT 
单 花 。 设 AP 为 其 小 扁豆 ,5 为 基点 。 因 b 的 度 大 于 2, 故 0 Æ zoo 

假设 G 是 在 G 中 增加 新 项 点 yo 和 新 边 [ yo ,5 ] 所 得 的 图 。 如 果 G" KABA 
点 ,由 上 分 析 可 得 V(G') = r(G"), AMA (G) = (G) FB. 

EGC 含混 合 点 , 则 沿 着 从 ys 开始 的 交错 路 的 第 一 个 混合 点 是 小 凯 豆 ps 的 基 
点 。 显 然 po 与 p, 一 起 构成 G 的 一 个 双 花 ,这 与 (3) 矛盾 。 


3 可 正则 超 图 的 分 数 横贯 数 


$H-(E,Ej',E,)EX EWM MF k SOMBER. PHE, 的 
Bd E, Hk TERRE E MR k = 0, 就 意味 着 在 H PIMRE,. 

若 超 图 五 中 的 所 有 顶点 有 相同 的 度 , 则 称 H EM eR Hae 4I 
E, ik, 之 1 重 边 代 替 后 得 到 一 个 正则 超 图 , 则 称 瑟 是 可 正则 的 。 若 将 超 图 H 的 每 
条 边 E, Mk 之 0 重 边 来 代替 后 得 到 一 个 正则 超 图 , 则 称 HM 是 拟 可 正则 的 。 

下 面 图 8 给 出 了 具有 这 些 性 质 的 一 些 图 的 例子 。 


T'-yzr-3 T'ayzr-2 


拟 可 正则 非 拟 可 正则 


图 8 
易 知 ,正则 — 可 正则 > 报 可 正则 。 
定理 7 H-(ESQEvIEREX bin Bre 一 致 超 图 , 则 下 面 的 两 个 
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性 质 等 价 : 
(1) 日 是 所 可 正则 的 
(2) r (H) = a 


证 (1) 过 (2)。 假 设 电 是 拟 可 正则 的 , 则 存在 一 个 正则 s- 匹配 五 CH, A 
种 不 同 的 方法 对 下" 的 边 的 关联 图 的 边 数 计数 ,可 得 ns = rm (H PREE r) 


= I RH 的 一 个 分 数 横 员 ,于 是 有 


a nOD c (H) <Ë 
因此 r’ (H) = 4, 
(2)=>(1). 9388 s 1 使 得 
VH) n (H) 
s ~ max k 
E H' C sH —^ s 匹配 ,使 得 m(H) = v,(H) oth (2) 可 得 
mH) | » (D _ 
i 5 


r (AH) = M 
于 是 wn (H') = n ACH’) BOR H' 是 正则 的 ,从 而 H 是 拟 可 正则 的 。 
注 在 图 8 中 ,由 于 [1,2],[3,6],[4,5] 是 G; 的 一 个 完美 匹配 , 故 G, 是 拟 可 
正则 的 。 因 为 如 下 定义 的 函数 : 
1 z€ la,bl 


r) = Jo L6 X- jabl 


是 G 的 一 个 分 数 横贯, 其 值 为 2 «7, = 学 。 故 由 定理 7 知 G。 是 非 氢 可 正则 的 。 


当 超 图 是 一 个 图 时 ,能 获得 下 面 比 定理 7 更 为 细致 的 结论 。 
定理 8 6 是 一 个 2 阶 图 , 则 下 列 条 件 相 互 等 价 : 
(1) G 是 拟 可 正则 的 


(2) r°(G) = 5 


(3) G 含 一 个 部 分 子 图 五 ,其 连通 分 支 为 2- 团 和 奇 图 构成 
(4) 对 G 的 任 一 独立 集 S, 有 |ToS| 之 |S| 
证 (20) G 是 满足 (1) 的 s 阶 图 , 则 存在 一 个 度 为 & 的 正则 多 重 图 
互 。 用 丙种 不 同 的 方法 对 H 的 关联 图 的 边 数 计数 ,可 得 
kn = 2mn(H) 
由 于 tr) =1#GH-T2-RARA 


x _ mA) < 8 < i (o) e n (I 
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因此 ,上 述 等 号 成 立 且 :(z) 三 1 是 一 个 最 优 的 2- EE, 
(2)>(3).4 G 是 满足 (2) 的 一 个 图 , 则 由 定理 2 可 得 

e) =r'(G)= 号 
TE) = nV) 成 立 。 

(3) 一 (4)。 事 实 上 ,对 G 的 每 个 独立 集 S 有 

| rcsi [TxS |= Isl 

《4) 之 (1)。 今 G 是 满足 (4) 的 一 个 图 。 又 令 (r) BGM —T 2-8 MRA 

S = ixir € X,tCr) = 01 是 一 个 独立 集 , 则 TceS C {xli(x) = 2|。 于 是 有 


Dlr) = n+ D(xr) -n+|rTcSs|- 1sSi>n 
x€X 


fex 
因此 2- HEBEL Cr) = 1 是 最 优 的 ,再 由 定理 2, 有 
va(G) _ a (G) 2n 
2 2 p 
所 以 v. (G) = n ,从 而 证 明了 G 是 拟 可 正则 的 。 
定理 9 (Fulkerson-McAndrew-Hoffman 定理 ) ” 令 G 是 一 个 阶 为 偶数 的 连通 
图 ,车 每 一 对 木 相交 的 奇 圈 之 间 一 定 有 一 条 边 连接 , 则 1 G 有 完美 匹配 的 充 要 条 件 
Jb G 的 每 个 独立 集 S, 有 
IPeSizm sl 
证 ”必要 性 是 显然 的 。 充 分 条 件 就 是 定理 8 中 的 条 件 (4) , 故 由 定理 8,G 有 一 
个 部 分 图 ,其 各 连通 分 支 是 孤立 边 或 奇闻 。 因 为 n 是 偶数 ,这 些 奇 轿 分 支 可 以 两 两 
配对 且 其 间 有 一 条 边 连 接 , 因 此 G 有 一 个 完美 匹配 。 
对 于 可 正则 二 部 图 ,可 得 到 与 定理 8 类 似 的 条 性 下面 用 最 优 2- 横贯 的 唯一 
性 来 刻画 可 正则 图 的 性 质 。 还 有 其 他 一 些 刻 画 , 最 著名 的 结果 由 Pulleyblank 
[1980],[1981] 给 出 。 
定理 10 (Berge [1978]) G 是 一 个 = 阶 连通 图 , 则 下 面 这 些 陈述 等 价 : 
(1) G EFEMERA; 


(2) r' (G) = 5 且 +(x) = 1 是 唯一 的 一 个 最 优 2- 横贯; 


(3) M G 的 每 个 独立 集 S, 有 |T6S| > ISI; 

(4) WHEE ACX,AAOAAXA|TA]> | Al. 

证 (D) (2.8 GWEG), Wilton G 中 的 一 些 多 重 边 可 得 一 个 正则 多 
重 图 及 ,由 于 可 正则 超 图 是 拟 可 正则 的 , 故 由 定理 8 的 条 件 (2) 可 推 得 2- ERE LG 
=] ERÉ., 

假设 存在 另 一 个 最 优 的 2- MAr (a) 满足 rX) = 2.9 

Ay = trit (z) = 0], A, = dxlt'(x) = 2} 
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则 A, 是 独立 集 。 且 因为 2 (X) =n Al Aol] = | Ai|。 此 外 ,TosAo CA, HFH Æ 
正则 的 , 故 有 
A(H)| Aol = Dy mulz, A) = 2; malz, Ac) 


« A(H)| Ail = A(H)| Acl 

因此 以 上 式 子 等 号 成 立 , 所 以 有 lA, CA, AT C 是 连通 的 ,因此 , 子 图 
GLA, UA.) SEXE GAN G 是 二 部 图 ,这 与 条 件 相 蔬 盾 。 故 最 优 2- 匹配 是 唯一 
的 。 

(22-2 (3). & S EG 的 一 个 独立 集 , 则 2G 中 存在 一 个 定理 2 中 的 典型 2- 匹配 
H.E T .(G) = n, FUG 中 没有 连通 分 支 是 孤立 点 。 故 有 

[TS] |ruslz isl 
zi TS | = Kl , 则 可 定义 另 一 个 横贯 t: 
(0 Ares 
U(r)-42 2 rcr 
L X r&rnsus 
HF e (X) = nl 6 也 是 最 优 的 ,这 与 G 中 最 优 2- 横贯 的 唯一 性 相 矛 盾 。 大 此 
[Pres|> 1s! 

(3) (4). 9 A EX IHE ELT HR, S 是 子 图 CG[A] 中 的 孤立 点 集 。 若 9 =O, 
又 由 于 G 是 连通 的 , 则 mil A, X-A) 关 O.BIETCA 6 A ELSAPXEBIÉEX — A 
中 一 个 顶点 。 所 以 |T6A | > LAT. 

E S OB) WISI 1S|。 从 而 有 

[TcAl zm |FeS|-lA- Sl» |lSl-lA- sl= lAI 

(4)=>(1) 4 G 是 二 部 图 G = (X, Y; E) FRIE BIXI IYIKA 
= Y, 则 |TeA|= [xi Yl (Al FEM G 是 非 二 部 图 9。 

由 G 来 构造 一 个 二 部 图 五 :其 顶点 集合 为 X RX HAG 的 项 点 集 的 拷 员 ,两 
PWR 2 OX yO X MBM BE y] € ECG) Met X Ettfg dE RFR 
A ITALI |A] > | AL, 

XH Hla, bl, H PAX U X - 1a, b LIBI TEPR HT BEX — {41 的 任 
一 子 集 4 有 

ITyA|- [DA - l8] | z |TnA| - 12] AI 
于 是 由 Köngt H, H 有 完美 匹配, 故 H PRERA Da, bl 的 完美 匹配 ,万 中 每 
个 完美 匹配 可 诱导 出 G 的 一 个 含 边 ba,5j 的 2- eG, T 是 一 个 正则 


D ”原文 中 末 证 明 G 是 非 二 帮 图 。 
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多 重 图 , 故 G 是 可 正则 的 。 

定理 11 (Jaeger, Payan [1978]) 后 是 一 个 连通 无 爪 图 , 则 局 是 可 正则 的 充 要 
条 件 是 :G 没有 悬挂 点 且 不 同 构 于 G; 其 中 G 蚌 由 偶 图 [0,1,2,…,22 一 1,0] 中 
加 上 某 些 弦 [2:,2;i +2] 所 得 的 图 。 

证 BAG, 是 元 不 的 非 二 部 图 。 它 对 集合 S = {1,3,5,…,2p - 二 满足 
Te, S| = |S|, 因 此 由 定理 10 HRG), G 不 是 可 正则 的 。 

反之 ,假设 G 连通 、 无 爪 且 不 同 构 于 Gi。 若 G 有 一 个 独立 集 S WEISS I 
[S| #2 € S, A GRABEN, r MrS 之 间 的 边 数 mo (zx DS)22:8y€ 
reS, A G XJ, EX miO, S) S2 FEA 

2S2 2 mo Cz ToS) = S mely, 8) « 2|T6S| 


故 上 述 不 等 式 中 等 号 成 立 ,部 
ITesl= | $| 
AMET RMAs CSMyCrS# 
molz, oS) = mg(y,8) 22 
因此 G 中 S$ 和 TS 之 间 的 边 构 成 一 个 偶 圈 。 由 于 GG 无 爪 , 故 GARET S 中 的 某 
些 点 对 之 间 加 一 些 边 , 且 增 加 的 边 仅 能 在 侦 图 中 产生 三 角形 。 
因此 G 同 构 于 GC, ,这 与 假设 矛盾 。 
从 而 有 |T6Si > | S|。 由 定理 10, 图 G 是 可 正则 的 且 是 非 二 部 图 。 


4 SERRE 


H 是 简单 超 图 ,为 了 得 到 基数 较 小 的 横贯 ,我 们 采用 贪 束 算法 : 

1. Æ H, = 所 中 选取 一 个 度 为 最 大 的 顶点 zi 

2. Æ H, = Hi - H (z) 中 选取 一 个 度 为 最 大 的 顶点 zz ; 

3. 在 H, = H, - H(zx;) 中 选取 一 个 度 为 最 大 的 顶点 23; 

4. 继续 以 上 过 程 。 

当 H, BSE, = Hn) BI T = (ea I EHE HARE h 
贪 整 算法 所 得 到 的 横贯 中 的 最 小 基数 称 为 食 装 横贯 数 , 记 为 所 互 )。 

下 面 定理 的 结果 分 别 由 Stein [1974] 和 Lovász [1975] 各 自 独 立 给 出 。 

定理 12 FH 是 最 大 度 为 A 的 超 图 , 则 

1 mH) 


HH) s D (1 +4 二 X mex ACH < (1+ logA)z (H) 


证 4$ TRH'üüXAENRIESCSSINIETE ,满足 | 了 | = (H); n 是 在 算法 
过 程 中 取 最 大 着 为 4 的 步 数 ,车 H BEKEA A, N 
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£-Í|Ti-rt tty te + tu Hot by 
XT À «X A, ta t faq cb tob fua = 下。 在 第 k+1 步 , 将 在 部 分 超 图 Hi 中 选取 
度 最 大 的 顶点 tris BRAH) S 4。 通 过 对 剩余 边 数 的 估计 ,可 得 


MHL.) S^ BEX AT) 


an + (A — Dà& 4 t 265 +t) = m Ha KA 


TRA 
Greer Sp A) 
A€]1L2,- SA- 1l 

故 得 到 下 列 不 等 式 : 


1 mtH’) H) 
a-pa <5 max ACH’) 


1 1 1 m(H’) 
(2 7300025) S3 pe ACH) 
1 1 1 m(H') 
(3 cq) + 2e £910 < g max cg) 
GH - XX *2n t. (A tai) <4 max HE 
1 pes mCH) mH) 
AUi t2t t + Ata) S ACH ) S BEACH 


将 上 述 不 等 式 两 边 各 自 相 加 ,可 得 左边 为 n, ER 
« 


UT) 
nen ACH’) ) 


arde -+ È) ma 


(1 + fogA) r* (H) 
DN 
HH) = Yos < (1 + logA)e" (H) 
应 用 (图 的 分 数 边 色 数 ) 考 虐 无 环 多 重 图 G, 它 的 分 数 边 色 数 定义 为 
q'(G)- min £49) 


Hg" CG) SAG). 
对 Petersen 图 Pa, A q(2P4) = 6CULPE 9), PEEL 


s GP) =3= A(P iq) 


g? (Pa) = 
MFA C, A yQC.) = 5, BEL a (Cs) = 208 10). — 8235 Ag” (C3. 


1 
—24—» AG) 
? (6) 
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为 了 得 8lq' (G) 的 上 界 和 下 界 ,考虑 超 图 H = (EE, c, EL), G 的 在 
包 合 意义 下 的 极 大 匹配 作为 末 的 硕 点 , 边 E, EATE GPH e; 的 这 些 极 大 匹配 集合 。 


1-5 3-4 
Pio Cs 
9 Bl 10 


显然 ,ce Ne = O4AR4E, N E, Z 0.3 H 的 一 个 最 小 横贯 下 = 
IM, Mas ,可 定义 G 的 一 个 最 优 边 着 色 : Mi 的 边 着 1 G.M, -M 的 边 着 2 
色 ,…,M, - (M, U M; U + U M1) 的 边 着 i 色 ,…; 互 的 一 个 最 小 &- 横贯 1(M) 
定义 kG 的 一 个 色 集 合 为 Y\z(NM; ) 的 最 优 边 着 色 ; 每 个 匹配 M, 对 应 4(M; ) 相 异 


色 集 合 。 因 此 有 
m(H) = m(G) 
r(H) = qg{G) 


a. CH) = g(kG) 
c'(H)-q'(G) 
ACH) = Y (G) 

若 用 ACG) 表示 G PURRHRAWR 
v(H) = ACG) 

由 定理 1 和 定理 12 可 得 


AG) < max $E < q* (G) L q(G) < (1 + logy( G))a* (G) 


令 
4 1AIACKX,|AIS3,1A| BAR) 
通过 .yY 对 上 述 不 等 式 可 得 更 精确 的 结果 


mG) ~ m(G[A]) ~ m(G[AD . 
g (G) > max Tr 65 ? GAD P TC 4) 1) (VAE4 


此 外 ， 


|: 78 + 超 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


2 (G) 2 ACG) ZAG) 

于 是 有 
(12 4' (G) = max 
Seymour [1978] 证 明了 对 多 重 图 G (1) 中 等 式 成 立 。 


5 Ryser 的 猜测 


下 面 研 究 参 数 c CH) (H) Al c(H) 之 间 的 关系 。 当 + = 2 时 ,定理 5 的 推 
论 2 可 改写 为 如 下 形式 : 

定理 13 AG E 2- 一 致 超 图 , 则 

(0) (6) < $»(6) = LG) 
且 (0) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 两 两 不 相交 的 一 些 三 角形 之 并 。 


当 > 2 时 ,有 下 面 一 个 类 似 的 结果 ; 
定理 14 (Furedi [1981]) H Ær 一 致 超 图 ,x > 3, 则 


2m(G[A]) 
A(G) max alot -1 


(1) r° (n « rg) 

(1) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 五 是 若干 个 两 两 不 相交 的 秩 为 x 的 射影 平面 的 并 。 
Ei EHTE pe 1 个 两 两 不 交 的 秩 为 x 的 射影 平面 , 则 

(2) rz CH) & (r - Dv(H) (P 

BARR PRA, 的 射影 平面 P, 的 并 , 则 有 vA) = &。 由 定理 7 可 得 


u(P) r-rtl 
ro r 


r (P,) = 


2 2 
ortl, OZH CH) 


r 


t'(H)= 
由 于 当 - = 2 时 ,rc ) =2.5 Ær- 1C) Wr = 2 时 ,{2) 不成立。 
推论 1 UH er 一 致 交 超 图 , 则 
(3) ACH) = cum) 
(3) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 H æK, 或 秩 为 + 之 3 的 射影 平面 。 
证 ”由 于 vy( 有 H) = 1, 由 定理 13 和 14 可 得 
m(H) z ri-rtl 
AGD =F (H) So 
车 HÆK, 或 秩 为 > 六 3 的 射影 平面 , 则 由 定理 7 得 
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t (H)=#= 


pja 
TT 


wA 
m(H) _ r -r+l 
ACH) — r 
车 HH 是 其 他 情况 , 则 由 定理 13 和 14, 不 等 式 (3) 是 严格 的 。 
推论 2 WH JEn BREM- 一 致 超 图 , 则 


(4) (H) 23S 

(4) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 HEH) 个 秩 为 r S 3 RPS Pe 
的 并 或 vCH) 个 两 两 不 相交 的 三 角形 。 

证 ”由 定理 7, 有 


z’ (H) = 至 


再 由 定理 13 和 14, 立 即 可 得 所 需 结论 。 
推论 2 曾 是 Bollobás, Erdós 的 一 个 猜测 。Bollobés,Eldridge [1976] 证 明了 = 
2 的 情形 。 
推论 3 五 是 -一致 超 图 , 它 不 售 秩 为 7 沁 3 的 射影 平面 作为 万 的 部 分 子 超 
图 , 则 
rH) xL (rn -1)v(H) 
特别 对 那些 不 存在 秩 为 rr = 7) 的 射影 平面 的 > 值 , 上 述 不 等 式 成 立 。 
推论 4 设 互 是 一 个 广 部 一 致 超 图 , 则 
zOH)m(r-D«H) 
证 X r=2H,HR—RA,A 
t (H) = (H) = (H) = (r- 1)v(H) 
3p RISBHCK, ,,,.…n o 易 知 完 全 7- 部 超 图 不 含 秩 为 + 的 射影 平面 ,因此 
HARA RES ARH r 的 射影 平面 , 故 由 推论 3, 有 
rt’ (H) <(r -1)0(H) 
显然 ,对 于 二 部 图 G ,由 Konig 定理 可 得 更 强 的 不 等 式 
r(G) S(r- 1)¥(G) 
3E Jt , Ryser [1970] 给 出 如 下 猜测 : 
Ryser 的 猜测 。 每 个 x- RER H 满足 
z(H) x (r - vy(H) 
Œ Frankl 和 Füredi [1983] 利用 定理 13 和 14, 给 出 了 以 r 为 变量 的 函数 


mut 的 上 界 。 它 推广 了 Chvátal, Hansen 的 定理 | 1976 |(r = 2 情形 ) 和 Bollobás 的 
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定理 [1977](r = 3 的 情形 )。 
6 积 超 图 的 横贯 数 


给 定 X EKER H = (E ,Es,…;E) 和 Y 上 的 超 图 HH = 【有 Fa Fe), 
定义 它们 的 积 起 图 为 万 x H ,其 中 向 卡 儿 积 X x Y 作为 它 的 顶点 集 ,E xF (x 
Pom. xj om) HEU x H IEEE n(CH X HE) = alH). nH), E 
为 (HXH)= r(H)r(H'), 

许多 组 合 问题 将 涉及 到 积 超 图 的 参数 y,r Myo 

例 1 极 分 划 (Erdas,Rado [1956] ) 考虑 平面 上 整 点 集 IC p,q) = 
Gray IE rm pl yx q1o 求 最 大 的 整数 P(tp,g9,r,s), 它 满足 用 PC, 
gor O BI 1(p,g) 任意 地 着 信 , 总 存在 同色 的 rs 个 点 落 在 + 列 和 s 行 的 交点 上 。 
P(p,q,r,s) BME yK, X Ki) 一 1, 其 中 x( 昌 ) E HAEA LA A A) pia: 
(GG x Ki) = 2, 下 图 给 出 对 1(4,5) 的 一 个 2- 着 色 。 


] 11000 
449 0 11 160 
1000 1 I 
0 10 10 1 
nam c 
6 


LP EAUX SAS A 2 x 2 子 阵列 。 因 此 ， 
P(6,4,2,2) = y(Kix Ki) -1-2-1-1 
By (CK, x Ki) 分 别 被 Erdas 和 Rado [1956],Chvátal [1969] , Reiman 
[1958] 和 Sterboul [1972], [1983] 作 过 研究 。 
Bi 2 {Zarankiewicz 数 [1951]) 1951 年 Zarankiewicz 提出 如 下 向 题 ; 求 一 个 最 
小 整数 = 满足 :在 每 个 恰好 有 z 个 元 素 为 1 的 gq xp(0,1)- 矩阵 中 总 含 一 个 全 1 的 
sX r TERE RTRA ZU p. qur s), REA Zarankiewicz 数 。 关 于 这 个 数 有 丰 
富 的 文献 可 参考 (如 Guy [1969] Sterboul [1983 ]) Æ a( H) 表示 超 图 万 的 独立 数 
(RR 4 E), 
Z(p.q.r.) = a(K, X Kj} +1 = pg c1 - x(K, X Kj) 
$13 (Hales [1973]) 4BBil<z<cpl<ycql*, EVERED* 
alr y) 才能 保证 每 个 单位 正方 形 至 少食 一 个 上 述 顶点 ?车 P, 表示 ?个 顶点 的 
路 , 则 上 述 问 题 的 答案 是 
«pos [glx [9] 


定理 15 $H = (E, Erp En) WMH = (Fi, Fie, By) 是 分 别 定义 在 
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X 4 Y 上 的 两 个 超 图 , 则 有 
vH)y(H) & (Hx H)sce' (AA) Sr (Hr Go) 
—-U(HXxHOsc (DP) rHX H) 
< r(H)r(H’) 
iE 1. AIF li E AIF € JIGS BR AM’ 的 最 大 匹配 , 则 对 (i,j)， 
Gu )€ Ex J.Guse G uj ), 有 
(E x F) N (E; x F/) = @ 
AWE xF liE Lj JI&HXxH' 的 一 个 匹配 , 故 
(H) (H) = IIiJliswHxH?) 
2. RIE, x F,|G,j) € KEH x 五 "的 最 大 匹配 , 令 


2(E,) = gy Ul G2 € KI 


An 
NT. 1. ; AE. r ie} | 
wed, SOE) cum E X BIE, € HG GU € KI 
vCH’) 
SH) =I 


& z(E,) 是 五 的 一 个 分 数 匹配 。 因 此 
(HxH) = IKl e Dz(EN(H) s e (Hv(H') 
3. 由 定理 1 ,可 得 
r(H)W(H)xce'(H)r' (H^) 
4. R g(E) 和 gg (下) 分别 是 五 和 五 的 分 数 匹配 。 今 z(E X F) = q(E) x 
y (F), AF 
» z(E x F) = p» qCE) D> WAS] 
FIF) tr 
帮 (EXF)REHXH "ve 因此 
r' (HxH) > 2G X E) = YE) q(F)o2c (H) (H) 


为 了 证 明 反 向 不 等 式 , 令 ir) Mt’ (Cy) 分 别 是 HAR 的 最 优 分 数 横贯 , 令 
pry) = tikr) (y). BF 
YN Phe = = 24027 (y) = 


Urat Eo 


B SX pa, y) " HxH 的 分 数 横贯。 于 是 有 
rt (HxH)E Mp(lr,y) = 24G) UO) = r (Pr (A) 


故 有 
t (HxH) =r CH)e' CH) 
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5. 由 定理 1 ,可 得 
r (HxH)= 7 (A) (OH) s; e' (ADC) 
6. 类 似 2. ,可 证 明 
r’ (H) ) < (H X H^) 
7. 类 似 1. ,可 证 明 
c(H x H) & c(H)c(H^) 
推论 (McEliece, Posner [1971]) ĦA 万 满足 
r(H)- lim V eC H*) 
He, = Hx Hx-xHBALPHMB, 
证 ”内 定理 12 可 得 
r (HY = e GF) cGÉ) s [1 + loggA(G) Jc‘ CH) 
< [1 + &logA(H)] e^ (H)* . 
易 证 [1 + £logACH) 1^ — 1 (一 oo)o 故 由 上 式 ,结论 成 立 。 
由 Berge 和 Simonovits ( 1972] 给 出 定理 15 的 加 强 结论 。 
定理 16 HAHA 


. HxH') 
e (H) = min OH) 
证 ”由 定理 15, 有 


r CD < min AAD 


下 面 证 明 反 向 不 等 式 。 首 先 由 定理 ERB MU c (H) = ED e 


trp È H Ketik- HEBEL Y 为 基数 是 p = (HORA are 
UYL, Yos. Y,) 满足 | Y,| 三 t(x,) (i = 1,2, 2), Sl Y 上 的 超 图 H = 
K^, WUBIOHO = 上 上。 考察 集合 

P =U nx Y) 
则 对 H 的 每 条 边 玉 ,有 

{Ex YN TI= Mrle) >k 
另外 ,由 于 H 的 每 条 边 下 的 基数 是 p k LEGERE x ST FË 
有 

HUHXxHOox = |Y| = «(CH 
所 以 有 
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定理 17 每 一 个 具有 Helly 性 质 的 超 图 H 满足 : 


v(Hx H^) 


r'(H) = max GT) 


证 ”由 定理 15, 有 
T ` (H) = max 


viH x H’) 
v(H’) 


下 面 证 明 反 向 不 等 式 。 由 定理 1 知 , 存 在 整数 :使 得 r* (H) = 7 H = 


(E, |e € KK) 是 厅 的 一 个 最 大 s- 匹配 , 则 |K|= v (H) MACH) = so 
4 YEH, 中 最 大 匹配 构成 的 集 秘 ,对 k € 其 , 令 F, 为 Ho PAE E, 的 最 大 
DLAC ATH AOR. HAA Helly 性 质 , 故 Y 上 的 超 图 H' = IF lk € Ki 
fi v(H’) AGIS) = so HACE, Xx FO (Er x Fe) AØ ERME, NEA 
ØO MF, (| Fy Æ Ø, tE, X F, lk € K| BRAY x H 的 一 个 忠 配 ,因此 
v(H x A’) > 1 Kt = «(D = sr (H) 


v, GD 


所 以 


v (Hx H’) L5 0D. . 
(H^) s 5T (H) 


下 面 把 超 图 的 积 \ 数 P(p,9,2,2) = x(K, X K,) - 10U8 1) 及 Ramsey Wi 
R(p,9) Eck e RC, q) < (^ 7 * “站 。 除 少数 几 个 特殊 的 p,a 值 外 ， 


b 
R(p,q) 的 值 是 未 知 的 。 . 
定理 18 对 任意 正 整 数 p, 9g; 有 


这 里 对 所 有 无 环 超 图 HMH 取 最 大 值 。 

证 $H-(ESGEQCQEJAR X EIAOEIEIR y CH) & p, H' = (Fi, 
Fire Fu) 是 Y 上 的 无 环 超 图 且 xX(H') x gq。 关 于 日 有 一 个 pp 着 色 g(z) E 
laiaz "ras 1 oH’ 有 一 个 gq- X gy) c Ho Bae BL S Pm iE AA Mt H x 
H 的 顶点 有 一 个 x(K, x K,)- 着 色 。 

SK, 是 顶点 集 为 {a ,a;,…,as1 的 完全 图 , K, 是 顶点 集 为 18, e n BMG 
完全 图 。F(a, 有 8) € 11,2,…,x(K, X K,)| 为 K, x K, 的 一 个 最 优 着 色 。 于 是 四 个 
顶点 of, af. ioi, ,asp8 不 会 着 同色 。 令 O(z,y) = F(g(x),g'(y))。 因 为 
iE;|> 1, |E | > 1, RAE zx; € Ei,yi,yy € Fh glr) Æ glz), 
g (y Æg (y) MA, E x E, T RR GL Al D EH X H' 的 一 个 x(K， 
x K,)- 28 &, BI 

y(H x H) € x(K, x K,) 
而 当日 = K, H = K, 时 ,上 述 等 号 成 立 。 
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定理 19 (Erdós, McEliece, Taylor [1971] ,在 此 之 前 已 由 Hedrlin [1966] 给 出 ) 
M(H x H’) = R(p*1,9 *1)-1 
viH xg 
证 1. fh CH) < p,v(T) « q 可 以 推出 
w(HXxXH)szR(ptl,aq-*1)-1 
不 然 存在 超 图 H = (ESE-EQ TH = (FF Fy A 
mo = VHX H')S>R(pti,¢+1) 
SIE, x EIG,J) € MIEHXH' 的 一 个 最 大 匹配 , 且 | M| = m BRM EH 
K, ENE = ØRA) G GELE: 否则 其 边 着 蓝 色 。 由 于 
IM] = mo > Rp + 1,q +1), 故 在 K,。 中 或 合 一 个 红色 的 (p + 1)- 团 ,于 是 有 


v(H) > bb; 或 者 合 一 个 蓝 色 的 (q + 1)- A, FRA E) > gq, 上 述 均 得 到 予 盾 。 
2. 考察 M = 11,2,…,m| 上 的 KK, AP m = R{p+1,g+1) 一 1。 由 Ramsey 
数 定义 ,存在 K, 的 一 个 2- 边 着 色 ,诱导 出 两 个 部 分 子 图 G 和 G ,使 得 wf(G) 委 人 
fü &(G') s po 
考察 对 偶 超 图 妃 = G' , 则 有 
v(H) = alG) = wo G) <p 
类 似 考 察 对 但 超 图 H = (G')* A v(OH x gMh 1. EA 
vl HXH) SR(p+l,q+1)-1 
对 MM 中 两 个 不 同 的 足 标 i,j ,EE; xF; ME X F; EAHA , TEA H x 
HE, x F,li € M| 是 一 个 匹配 。 故 有 
V(HxH)ziM|- R(p*1,q4*1)-1 
Rik, Hx H) = R(p +1,9 +1) - 1ER. 
应 用 (图 的 Shannon 容量 ) ”两 个 简单 图 后 = (X,E) MG =(Y,F) 的 正规 
积 G x G' BE X TEX x Y 上 的 一 个 图 ,两 个 顶点 (z,y) 和 (x ,y) 在 GxG 中 
相 邻 当 且 仅 当 
r-r R [ysy ]EF 
E[r.r]€E, A yay 
Rla.2JEE, B  ly»yleF 
Shannon 对 图 的 正规 积 的 独立 数 进行 了 有 意义 的 研究 ,车 G 是 以 接收 信号 集 
X 为 顶点 集 的 混淆 图 ,G“ 是 接收 信号 集 Y 上 的 混淆 图 , 则 a(G x GC’) 表示 在 接收 
中 不 会 混淆 的 字 xy 的 最 大 数目 ,其 中 上 EX,yE Yo 也 可 以 考虑 个 信号 的 字 构 
成 的 码 均 取 自 半 , 则 可 区 别 的 字 的 最 大 数目 是 a(G*), 其 中 = GxGx*…xG 
是 上 个 G MEME. 
Shannon 定义 容量 如 下 ; 


c(G) = max Va( OT) 
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对 一 切 上 ,可 得 
a(G) « V a(G') X c(G) < Jae) <= 6(G) 
3 c(G) 是 困难 的 (Loviasz 在 1979 年 证 明了 c(C4) = 45). 


令 H(G) 为 由 G 的 极 大 团 作为 边 所 构成 的 超 图 ,用 HOEA H) 表示 
H(G) 的 对 偶 超 图 , 则 


n(G) = m(H) 
w(G) = A(H) 
a(G) = v(H) 
6(G) = r(H) 


AG 的 团 作 g- BRHRDAR 
6(G) = r,(H) 
还 有 
a(G) = v[H(G)] = OI) 
OCG) = rL[H(G*)] = «(H*) 
BR al) > c(G) ALR 15 的 推论 ,还 有 
JAG > ec (H) 


3 题 3 


1.(81) iai UD Lo ap, 


提示 :利用 Fekete 4 29 0525 jb: SRI un) 具有 次 可 加 性 , 即 ugr xou t 
Hy. M^ — inf n 


€» (H) 
k 


3.(81). 证 明 : 若 对 某 一 整数 下 有 


2.($1) ”类 似 证 明 : — r"(H)。 


n(H) 


p c TCH), AER pk A 


nn = «H), 


4.(§1) dem. EXE — Ale EMI Lv (OT), Ros e AERE sg 


k 
ust) =r" (H). 


5.83) 今生 是 直线 上 有 限 点 集合 , 末 是 X 上 的 区 间 超 图 。 证 明 末 是 可 正则 
的 充 要 条 件 是 :不 存在 两 个 相 异 点 zy € X X HOS) C HG) 和 Hq) x 
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H(y)« 

6.(83) 设 电 是 一 个 r- 一 致 超 图 ,满足 由 不 同 的 了 = E, MX X ^4 
分 划 , 且 每 一 条 与 也 383665 hi 8,4 T, ERA SAHA a, H- He) 是 拟 可 正则 
的 , 则 H ÆT E N) 8 (Berge [1978], Pulleyblank [1977] 对 FI Æ Bl oth 2G 4E TA 
究 )。 

7.(83) 设 五 是 没有 度 为 1 的 顶点 的 六 一 致 超 图 , 且 刀 中 每 条 边 至 少 与 其 
f r Hib FAK EWA: LCA) 是 可 正则 的 (Berge [1978]). 

8.(83) 设 G 是 连通 . 非 二 部 的 可 正则 图 。 证 明 : 每 个 G 的 母 图 也 是 可 正则 
1j. 

提示 :利用 定理 10 的 条 件 {3)。 

9.(85) HAnhm tAr- — ROT GER) UAE E PAS MABE OH 


为 它 的 部 分 子 超 图 ,证 明 :v(H) 之 一 了 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 一 个 比 第 2 章 定理 
8 中 结果 更 好 的 上 界 。 


10. Aharoni,Erdas fe Linial [1988] 证 明了 对 每 个 超 力 H BA; 


[z GMP 
»(H) 之 m(H) 


对 第 2 章 人 4 中 不 具有 Kanig 性 质 的 例子 ,验证 上 述 有 意义 的 不 等 式 成 立 。 
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第 4 章 着 色 


1 AR 


HH = (E, E CIE 是 一 个 超 图 ,整数 上 之 2 五 的 一 个 顶点 大 着 色 是 指 
对 X WR 分 划 (S ,9 S) ,使 得 H 的 每 条 非 环 的 边 至 少 与 两 个 类 相交 ， 
Ep 

EC€H,El|»19—EZCS  (i-21,2,-,k) 

S, 中 的 顶点 称 为 是 i BRAS, 允许 是 空 集 , 故 只 有 环 是 单 色 边 。 使 超 图 HA 
k- S CL RU EBRMe BAH 的 色 数 , 记 为 Y( 万 )。 

H 设 互 是 一 个 超 图 ,其 顶点 是 某 化 工厂 的 各 种 不 同 的 废物 RA RT 
点 的 子 集 : 当 这 些 废物 放 在 一 起 时 有 危险 。 则 FI 的 色 数 就 是 该 厂 放置 这 些 废物 而 
不 会 引起 任何 危险 所 需 的 最 少 场所 数 。 

若 超 图 HEH, MH 的 色 数 就 是 通常 图 中 的 色 数 。 

设 互 为 X 上 一 个 超 图 ,S 己 天, 若 S 不 包含 任何 基数 大 于 1 的 边 , 则 称 S EH 
KAAR H 的 最 大 独立 集 的 基数 称 为 的 独立 数 , 记 为 (HD | 

Bl — 设 P, 是 7 个 顶点 的 射影 平面 的 超 图 ( 见 第 2 章 图 1}。 可 以 直接 验证 
a(P;) 2 AW y (P3) = 3。 

性 质 1 GA n MEHE x(H)a( H) Zn. 

证 SMH HWE BAAS,,S,.°°,5,) BR = x(H), 则 

n= » [Si|zik*a(H) = X FDa(H) 

性 质 2 Sh n BBR WA yA) + a(H) Sin t de 

证 设 S 是 五 的 最 大 独立 集 。 将 S 中 的 顶点 着 第 一 色 , 并 用 另外 n - (AH) 
种 不 同 的 颜色 给 X - S 中 的 顶点 着 色 , 则 有 

(H) Si (n - a(H)) *1 

顶点 r up. 星 是 满足 下 列 条 件 的 一 个 艇 于 (x) C Hle): 

(i) E€ H(z)=>|E|>2 | 

(ii) E,E' € HP(x)—E[| E' = tz} 

MF H PHRA idila) = max| H (x)|, RA x HP BACH) = max 


dale) WH HARAKA 度 ;同样 ^ CHO) OR H ARDE OHA RAH BEA 
PER UT EXT AK EARN TE: 


BAG 着 & 9- 


定理 1 X LOA WR 
xGID Si maxd*(HIA) +1 

证 4p= max6 CH [A )。 用 p+1 色 逐次 对 其 顶点 着 色 : 先 按 下 列 规 则 对 顶 
点 排序 x, ,x XT: 

(i) x, 是 五 中 具有 最 小 有 度 的 顶点 ; 

C) 对 于 ;< n,n &HI[X - la ce. ,Zw1|] 中 其 SB 度 小 于 或 等 于 p 
的 一 个 顶点 。 

车 已 对 顶点 zzz， ,vit 进行 了 (Cp + 1)- 着 色 且 无 单 色 边 测 现 ,H( xz;) 中 
不 可 能 存在 满足 下 面 性 质 的 p + 1 条 边 , 这 些 边 除 r 外 构成 单 色 边 且 分 别 着 以 1， 
2,…,p+1 色 ;否则 d(x) 之 p+1, 这 里 H = HI[X- lars terti], 
这 与 x, 的 选取 相 了 矛盾 。 故 存在 颜色 j 去 p + 1, 将 r Aj 色 后 仍 没 有 单 色 边 出 更。 
继续 这 一 过 程 ,我 们 可 得 到 H 的 一 个 (p + 1)- 着 色 。 

推论 1(Lovész[1968]) ”对 每 个 最 大 EA A KEARAH, A y CH) c AP (D) 
+ 此 外 ,对 秩 为 上 的 超 图 ,由 于 (Ki) = APC KS) +1, 故 这 个 土 界 是 最 好 的 。 

事实 上 , 令 g = M(H) € 1,9 H 中 不 存在 满足 df(z) > q 的 顶点 , 则 由 定 
E 1,8168 y H) < go 此 外 ,还 因 | 


x (OG) = | 一 1 

BEA X CC) = NRI) + 1。 
推论 2 H kn 阶 超 图 , 则 
a(H) > 
由 性 质 1 知 


-DA(KE)-1 
> 2 > & an ) 


_ AR 
r-1 = N(K,)- 


1 
r-1l 


— PT 
NH) +1 


n n 
0(H) 2 vg) > AH) i 
推论 3 Hen KABA, 


n^ (H) 
LODS OD «1 


因为 独立 集 的 补 是 一 个 横贯 RA 


=n- nA (H) 
r(H) =n aC H) S RH n 


用 这 些 推论 可 较 容 易 地 解决 大 量 的 组 合 问题 。 

应 用 1 G 是 XX 上 一 个 最 大 度 为 h 的 简单 图 ,给 G 的 顶点 着 色 ,使 得 G HARE 
单 色 圈 。 癌 所 需 的 最 少 颜色 数目 是 多 少 (Motzkin[ 1968])? 

考虑 X EBTEBERLH Rund G 中 国 上 顶点 构成 , 则 上 述 问 题 的 答案 是 Y CH), 
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由 推论 1 可 得 
y(H) « (H) +1< [F|+ 1 

应 用 2 GEXE—A^EXHBSh 的 简单 图 ,给 G 的 顶点 着 色 , 对 任意 i 使 得 
着 i 色 的 顶点 集 的 诱导 子 图 G; 的 最 大 度 小 于 zi。 癌 所 需 的 最 少 颜 色 数目 y, (G) 是 
多 少 (Gerencsér[1965])? 

y, CG) 是 通常 色 数 (+ = 1 的 情形 ) 的 推广 。 构 造 生 上 的 超 图 互 , G 中 最 大 度 为 
i 的 诱导 子 图 为 H 的 边 , 则 由 推论 1 可 得 

»(6) = xD «A(GD «1« [5 «1 

应 用 3 GEX 上 一 个 简单 图 ,给 GUTAR, ETERA k 的 单 色 路 。 
问 所 需 的 最 少 颜 色 数目 为 (G) 是 多 少 (Chartrand, Geller, Hedetniemi[1968])? 

X CG) 是 通常 色 数 ( = 1 的 情形 ) 的 推广 。 与 上 述 方法 类 似 , 可 定义 一 个 超 图 
五, 并 可 得 到 它 的 一 个 上 界 。 | 

应 用 4 G 是 X 上 简单 图 ,给 G 的 顶点 着 色 , 使 得 没有 一 个 &- 团 是 单 色 的 , 间 
所 需 的 最 少 颜色 数目 Y. (G) 是 多 少 (Sachs, Schaüble[ 1968])? 

WO 是 通常 色 数 (& = 2 的 情形 ) 的 推广 。 与 上 述 方法 类 似 ,可 定义 一 个 超 图 
五 ,并 可 得 到 它 的 一 个 上 界 。 

应 用 5( 对 称 Ramsey 数 ) ”考虑 一 个 完全 图 K, ,用 g 种 颜色 对 开 , 的 边 着 色 ， 
使 得 K, 中 不 存在 单 色 户 团 ,不 使 上 述 情况 出 现 的 最 小 整数 ” 称 为 对 称 Ramsey 
数 , 记 为 R (p.p, p) RR WR, RE n < R MEE— OK, 的 9 边 着 

ps pases 


色 , 司 得 不 存在 单 色 p 团 。 

把 定理 1 应 用 于 上 述 问题 ,在 K, 的 边 集 上 定义 一 个 超 图 K, |K, ,并 把 K, PEE 
—^ K, 的 边 子 集 作为 K, |K, HATE n <R -1 等 从 于 超 图 K, |K, Be 可 着 
色 的 。 | 

作为 例子 ,考虑 p= 3 的 情况 , 则 xw RS 等 价 于 能 把 K, 的 边 分 解 为 ? 个 没有 
三 角形 的 子 图 ,已 知 Ks 的 边 可 以 分 解 成 两 个 没有 三 角形 的 子 图 , 即 两 个 五 边 形 ; 
Greenwood 和 Gleason[ 1955] ,还 有 Kalbfleisch 和 Stanton[ 1968] 分 别 给 出 了 Ks 的 
边 能 分 解 成 三 个 没有 三 角形 的 子 图 。 最 后 Sánchez-Folores E T 51 < RÍ S6 
Dis. Math 140(1995) ,281 ~ 286)@。 故 

(DRim6, RSI, SIRS 64 
另外 还 有 


中 ”原文 误 为 RI > 65. 
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(2) R<1+ at gg 
事实 上 , 设 KÆRAR 一 1 的 完全 图 ,其 边 可 分 解 为 gq 个 没有 三 角形 的 子 图 
GiG, Grof a 是 K 的 一 个 顶点 ,A; EG, 中 与 a 相 邻 的 顶点 集 。 办 为 G 中 不 
含 三 角形 , 故 子 图 K[A,] PRS G 的 任何 边 ,因此 [A,] 可 分 解 为 g -1 个 不 含 
三 角形 的 子 图 ,因此 
|A,|< RY' -1 
由 此 推 得 


q 
Rí-1-21-*dk(a)-1* PIA Is 1 (RT! 一 1)9 
em] 


由 这 个 递 推 式 立即 可 推 得 (2) 式 成 立 。 

由 (1) 与 (2), 有 

Ri-6, Ri=17 

定理 2(Lepp Gardner [1997])” 设 上塘 是 一 个 线性 无 环 超 图 , 则 除 以 下 三 种 情 
形 外 , 均 有 y(H) SAH): 

(1) A(H) = 19 

(2) AH) =2HHS-THEDRA-TASEHR 

(3) A(H) > 2 且 H tfj —T 35354 XE ACH) + 1 阶 的 完全 图 
对 这 三 种 情形 的 超 图 H, y (H) = ACH) + 1 成 立 。 

当 太 是 线性 时 ,Af( 态 ) = ACH), 由 定理 1,x(H) < ACH) + 1 成 立 ,Lepp 
Gardner [1997] 的 定理 证 明了 当 H 是 线性 的 且 不 满足 上 述 三 条 时 ,这 个 不 等 式 是 
严格 的 。 

上 述 结 果 是 Brooks 定理 的 推广 ( 见 Graphs, 第 15 3€ ,定理 6)。 


2 形 形 式 式 的 着 色 


除 前 一 节 所 定义 的 着 色 ( 通 常 称 为 “ 弱 荐 色 ”) 概念 外 ,还 存在 其 他 著 色 概念 ， 
将 图 的 着 色 推 广 到 超 图 中 。 
ME RE 区 上 趋 图 玉 的 一 个 (顶点 ) k- 着 色 是 对 的 一 个 色 分 划 {S,， 
$5,*:, $,) ,使 得 同一 条 边 中 的 任 两 个 顶点 均 著 异 色 , 即 对 任 一 条 边 玉 有 
IENS|<1 (i = 1,2,.,k) 
> 
Y(H) = minisIH 有 一 个 强 &- 着 色 | 


O 有 原文 没有 这 ~- 条 ,但 显然 ,这 类 图 于 有 x(H) = 2 = ACH) +1 
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RYH) AH HREM ESETRE ENEE- TEE, 因此 有 y(H) 之 
(A) fA. (4) 不 超过 Hi 2- Mua H1, 的 色 数 , 故 对 强 色 数 不 再 作 研 究 。 

均匀 着 色 。X 上 超 图 五 的 一 个 (顶点 ) 均匀 大 着色 是 一 个 多 的 分 划 (Si ,Si， 
< S) ,满足 对 H 中 每 条 边 瑟 ,所 有 颜色 出 现 的 次 数 至 多 相差 1。 也 就 是 说 ， 


dEl«ignsie HE Gonna 


注意 :一 个 均匀 k- BAD See 车 色 , 且 每 个 强 CE o EAT e 着 色 。 超 
图 的 均匀 着 色 将 在 单 模 超 图 中 作 进 一 步 的 研究 (第 5 章 , $2)。 
H3 G.X 上 超 图 五 的 一 个 好 MEEI X 的 一 个 下 分 划 ( Si，,S,,，…,S,)， 
使 得 每 条 边 E 包含 最 大 可 能 的 不 同 颜色 数 , 即 min | E| lo 
注意 :一 个 好 着 色 必 定 是 一 个 着 色 。 且 对 = 2, 一 个 好 2- 着 色 就 是 2- HH; 
Xi k «i min| El, k- 着 色 的 每 个 色 类 是 HO EUR OE k > max | E | ,好 
k- 着 色 就 是 强 着 色 。 最 后 ,对 每 个 有 ,均匀 &- E CLUB BE, 
好 车 色 将 在 平衡 超 图 中 作 进 一 步 研究 (第 5 章 , § 3)。 
PENME.H EX 上 的 一 个 超 图 , 对 每 条 边 E, 给 定 两 个 整数 a; Ms, 
(0 x aj E 5j). 令 
I= {lab ]ij = 1,2,-+,m] 
日 的 一 个 上 正则 kk- 某 色 是 对 BI à-(5,,8,,7:, 5) MBAR E 满足 
a & IE flSlxb (i21,2,,À) 
注意 ,一 个 工 正则 着 色 也 是 一 个 着 色 。 且 还 有 : 
(1) 每 个 着 色 是 一 个 a = 0,5, = max]1,| E/| - 下 的 工 正则 着 色 ; 
(2) 每 个 强 着 色 是 一 个 a; = 0,5, = 1 的 工 正 则 着 色 ; 


(3) 每 个 均匀 着 色 是 一 个 a = [2]. = |El lwr 正则 着 色 。 


I- 正则 着 色 由 Werra [1979] 引进 ,并 对 序列 5) Ss, 2 zs WAT LEN 
k 着色 (S1,S;,…,Si) Bs = [Silo = |S,|,…,st = |S,| 的 存在 性 。 
Hilton 和 Jones [1978 ] 获得 了 关于 简单 图 的 上 EN k- 边 着 色 的 一 些 有 意义 的 结 
果 。 

作为 一 个 练习 ,可 以 证 明 : 若 0 (H) = 2, 所 有 这 些 定义 均 是 通常 的 图 的 着 色 。 
WA Wie: aH 是 一 条 直线 上 点 集 为 zi x52 的 区 间 超 图 , 则 从 左 到 右 对 
顶点 依次 着 1,2,…, 友 ,1,2,…, 记 ,1,2,…, 可 得 访 的 一 个 均 句 k- EE A EC fe] RT 
Ei) 色 数 等 于 2, 强 色 数 等 于 (HH). 


3 一 臻 着色 


五 是 一 个 3 阶 超 图 , H it — Ank- FES, ;SY $7175, ) 称 为 是 一 致 的 ;车 每 个 色 
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类 的 顶点 数 至 多 相差 1 , 即 
iz]«isi« G = 42 k) 

m k- AERIENE viue A Ek, 

例 1 组 织 学 术 会 议 ,在 一 次 学 术 会 议 中 共 组 织 n 次 报告 zi ,zz，……zv, 每 次 
报告 进行 半天 ,共有 gq 个 半天 。 第 i 位 代表 必须 出 席 的 会 议 集合 记 为 E; C {zt 
Ty | 于 是 在 #z， | 上 定义 了 一 个 超 图 H= (E, Ey En ) fib X. 
用 户 个 报告 厅 在 这 4 PHANG PH n 次 报告 安排 完毕 ?显然 pg Sn, BD p 


h 

车 超 图 电信 有 一 个 一 致 强 g- 着 色 (S, ,9,,，…,S,), 这 个 条 件 是 一 个 充 要 条 
件 。 事 实 上 ,车 用 S, 表示 第 ; 个 半天 能 召开 的 会 议 的 集合 , 则 S; 应 满足 以 下 约束 条 
件 : 

COIS NEI<1 G-12,m) 

(2) |Si< 
符合 会 议 的 要 求 。 

关于 超 图 的 一 致 强 & 着 色 的 存在 性 ,利用 如 下 的 Hajnal 和 Szemerédi 的 著名 的 
定理 ( 见 Graphs, 第 13 章 ,82) 可 证 明 。 即 对 每 个 之 上 +1, 这 里 的 为 [ 玉 ]; 的 最 
KE [Hh EA TH k- BA BMS A Sh R,H BUB — T — k- 着 
色 。 

例 2 组 织 航 空 展 览 ,在 一 个 航空 良 览 期 间 , 每 10 分 钟 起 飞 一 架 飞 机 ,两 架 飞 
机 不 应 同时 起 飞 表演 。 现 有 m 位 购买 者 想 在 不 同 的 时 间 段 观看 这 次 航 展 ,事先 已 
知 第 j 个 购买 者 将 观看 飞机 表演 的 时 间 段 为 五 , 则 在 飞行 时 间 集 上 定义 了 超 图 H 
= (E, E, ,下 。)o 此 外 ,天 个 参展 商 希 望 能 给 所 有 的 购买 者 在 天 空中 展示 他 们 
MAL He. AA Ha] BA BREA RS min| 1, 车厢 含有 一 个 一 致 好 
k- 着 色 ( Si,S;,… ,Si), 这 条 性 也 是 充分 的 ,事实 上 ,车 把 分 配给 第 i 个 参展 商 的 
时 间 和 集合 记 为 S;, 则 S, 应 满足 以 下 约束 条 件 : 

SNE AOD (i,j) 
-1«|Sl-|Sixi (j) 

注意 到 超 图 H B—TRABA LAM & RR EAA 1,2, k, 
1,2,°',4,1,2,°°, Ef 878 — o -RE & 着 色 。 

例 3 ”组织 乒 乓 球 比赛 ,有 位 选手 x nr a 参加 比赛 ,选手 之 间 安 排 
PEREL Hiz re, LE G Bm 条 边 ,假设 每 场 比赛 时 间 不 得 超过 1 小 
时 ,整个 比赛 时 间 限 制 在 p 小 时 ,可 用 的 乒乓 球 泉 为 gq 张 ,为 了 能 满足 这 些 要 求 , 图 


HA 
k 


<p 


A 
q 
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G 的 最 大 度 必 须 不 超过 p, 且 pg Zo m, B 
(1) p> ACG) 
aes {a 
车 G 有 一 致 p- 边 着 色 , 则 条 件 (1) 和 (2) BREN. 
BM ORC, EE) 是 G 的 一 致 ARB AREE Ec | | eco 
故 E, 可 安排 第 ; 个 小 时 段 内 的 比赛 。 
McDiarmid [1972] 1ER : 4 k > A(G) +1 时 ,图 G 有 一 致 - WHA. 
定理 3 令 超 图 万 有 一 个 好 &- BERIA & BES li C D 和 满足 
[S| |S: [+2 KER (S,.S,), FAB ALS, U S,] 含有 2- BHS S) 
足 
Q)|S|-1xlIS'Ixls'|«lsi-1 
则 HE- RR- 着 色 。 
证 令 d = maxt|S;|- 15; |) ARR HHE 着 色 (S S, S) B 
数 "。 下 面 和 逐步 改变 这 个 志 着 色 , 直 到 变 成 一 致 为 止 ,车 a 委 1, 这 着 色 已 经 是 一 致 
的 如果 d 之 2, 考 虑 两 个 色 类 ,不 失 一 般 性 设 为 S 和 5, ,其 满足 
| S; | = min| S; | 
|S;| = max| S | 
因为 | 5S; | 宇 1S,|+2, 则 五 [S; U S 存在 一 个 2- 色 分 划 (S,，,S,') 满足 不 等 式 
(02,4 31ECS,,,5, ,Sy,… S) 仍 是 HR 着 色 。 此 外 ,由 (1) AA 
iS'I-is/Ix(lsSi-D-(lSl-224-2 


is l-is |«0xd-2 
IS'I-IsixlisSi-ISsi-1«a-1  Gz1L12 
iISs/I-Islalsi-Isi-1x4-1 #1,2) 


ISi-IS |«lsi-lSl-1«a-1 (i12) 
ISi-IS/ixisi-ISil-1«a4-1 G#1,2) 
因此 ,通过 这 步骤 ,在 分 划 中 减少 了 | S, | - | S,| = a CS, S) 的 对 数 。 重 复 
这 一 过 程 ,直至 亏 数 4 所 1, 从 而 得 到 一 个 好 着 色 是 一 致 的 。 
推论 1(MDiamid [1972]) G 是 边 色 数 为 ga(G) HSER k > g(G),G 
有 一 个 一 致 &- WHE. 
Met Wk g(G)PAG) Ath 边 着 色 是 好 &- 边 着 色 。 此 外 ,着 i 色 或 
j 色 的 这 些 边 的 诱导 子 图 的 连通 分 支 是 侦 图 或 路 , 若 | S | - | S; | 六 2, 则 存在 一 条 
路 , 它 的 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 都 着 i 色 , 通 过 交换 这 条 路 中 边 上 的 两 种 颜色 ,可 
得 到 满足 (1) 的 着 色 。 于 是 由 定理 3, 推论 1 成 立 。 
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推论 2(de Werra [1981]) G 是 一 个 有 好 &- 边 着 色 的 多 重 图 , 则 G 有 一 致 好 
k- 边 着 色 。 

若 不 然 , BE E o, E) 是 G 的 一 个 好 WHE, 且 假设 E, E, 满足 
|E |> |E,| + 2,G 表示 着 1 色 和 2 色 的 这 些 边 的 诱导 子 图 , 则 G 有 一 个 好 
2- HEG Bk G'? 中 没有 奇峰 分 支 下 面 我 们 将 找到 G 的 一 个 一 致 的 2- 边 着 
色 , 假 设 G'? 是 连通 的 。 

X G 所 有 顶点 的 度 为 偶数 , 则 G 有 欧 拉 环 游 , 沿 着 这 个 环 游 用 丙种 颜色 
交 蔡 地 给 边 着 色 。 若 这 欧 拉 环 游 是 奇 长 的 ,因为 GU 不 是 奇 圈 , 故 可 取 G' 中 度数 
大 于 2 的 顶点 为 始点 。 所 以 G? 有 一 个 一 致 2- 边 着 色 。 

若 存 在 度 为 奇数 的 顶点 , 设 G'? 有 2 户 个 度 为 奇数 的 顶点 , 则 G? 的 边 可 分 划 
为 p 个 子 集 , 而 每 个 子 集 存 在 一 条 连接 两 个 奇 点 的 路 。 对 上 人 述 某 条 路 上 的 两 种 颜色 
进行 交换 ,可 得 一 个 新 的 2. 边 荐 色 且 满足 (1) ,由 于 定理 3, 推 论 2 成 立 。 

注意 到 推论 2 比 推论 1 更 为 一 般 ,保证 GG 有 好 &- BEAR E 被 Fournier [1973] 
得 到 (也 可 参见 de Werra [1977]), 

给 一 个 超 图 H PREF A MBE 再 上 的 占 位 博弈 " 是 依次 轮流 对 五 的 顶 
点 着 色 ,A 对 顶点 着 红色 ,下 对 顶点 着 蓝 色 。 对 已 经 着 色 的 顶点 不 能 重复 着 色 。 谁 先 
得 到 一 个 单 色 边 谁 就 获胜 ;如 果 两 位 选手 无 一 得 到 单 色 边 , 则 平局 。 

例 1 在 户 维 超 方 体 上 进行 走 方 格 博弈 .这 个 博弈 是 在 边 长 为 > 的 户 维 超 方 体 
的 胞 腔 集 上 进行 占 位 博弈。 考虑 超 方 体 上 x 个 顶点 ( 胞 腔 ) 的 超 图 ,其 边 为 在 一 条 
线 上 的 个 顶点 ,Hales 和 Jewett [1963] 研究 过 这 个 博弈 ,并 证 明了 车 
r(R 3? -DETST C2" - 2) 是 偶数 , 则 选手 B BEIDE. 

也 可 在 任何 组 合 构 形 上 尝试 在 一 条 线 上 的 三 个 顶点 着 同色 的 博弈 。 例 如 7 个 
顶点 的 射影 平面 。 

例 2 Ramsey 博弈 。 两 位 选手 A 和 B 分 别 用 红 、 蓝 两 种 颜色 交替 地 对 完全 图 
K, 的 边 着 色 。 第 一 位 车 出 一 个 同 颜色 的 志 团 的 选手 获胜 ,其 对 手 失败 。 用 H, ER 


有 有 { 2 )} 个 项 点 的 | }- 一 致 起 图 。 由 Ramsey 数理 论 知 ,存在 一 个 整数 ROS) ,使 


得 对 一 切 整 数 nS RR, E) BAH, 没有 2- 边 荐 色 , 从 而 第 一 位 选手 有 一 个 获胜 
的 策略 。, 令 n CR) 为 使 第 一 位 选手 有 获胜 策略 的 最 小 正 整 数 , 则 (E) x REB). 

BAER EHR HLH AMBER SARG—-R2- 着 色 , 则 第 一 位 选手 
A 有 一 个 获胜 的 策略 。 

证 设 万 不 售 一 致 2- 着 色 , 故 当 所 有 的 顶点 被 着 色 时 ,必定 存在 单 色 边 ,从 
而 不 可 能 出 现 平局 .Zermnelo-von Neumann EHAA T AF ARAF B) 有 一 个 获 
胜 的 策略 。 

FERREA BHF B 有 一 个 获胜 的 策略 5c ,产生 如 下 的 序列 ; 


Tis yp — an), X33 ya = (x, 2i), X3, ys = altist: ta) 
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等 等 ,第 一 条 单 色 边 是 B 的 颜色 一 一 蓝 色 。 但 选手 A 可 按 以 下 规则 选取 :xo 是 任 
意 一 个 顶点 。 选 手 A 首先 选取 zi = olr), POWER r, = afzo,yi) 等 等 。 若 在 
某 一 步 中 出 现 y = xo, WHE B 选取 xz, 选手 A 可 用 同样 的 方法 选取 z,, = 
oo(zosy1，…;%% ), 这 里 y' 是 未 被 着 色 的 任意 一 个 新 顶点 。 这 样 第 一 条 单 色 边 一 定 
为 红色 , 故 选手 A 有 一 个 获胜 的 策略 ,矛盾 。 

定理 4 PRAY WET MRE: 


(1) 5727 + max 2 2!5 «1 
EEH T EEH(r) 
则 HFEA 2- 着 色 。 从 而 车 在 H 上 做 占 位 博弈 , 则 B 有 一 个 平局 的 策略 。 

证 ”考虑 满足 (1) 的 超 图 万。 假设 选手 4 总 企图 获胜 。 他 选取 顶点 zi 之 后 , 选 
手中 必定 在 再 = Ay.) 中 选取 顶点 y, , 接 下 去 选手 A 必定 在 部 分 子 超 图 HH = 
H, -H (y) FER 2, 等 等 , 故 产生 一 个 超 图 序列 入 ,Hi ,Hi',H;,H2,…。 下 面 
将 证 明 B 决 不 会 使 得 超 图 H'.| 含有 环 , 即 A RASA, 以 空 集 为 “ 边 ”。 为 了 简 
单 起 见 , 令 

v(H) = Stal! 


EEH 


则 超 图 H, = Hyi 满足 
v(H,) — 7 gzl El-D 十 2- lel 


EÉBG,) BEAR ) 
由 此 ,由 (1) 可 得 下 面 的 (2); 
(2) (Hi) = v(H) + v[H(x)] € 1 
4 y 是 选手 B 所 选取 的 点 , 则 新 的 超 图 H = H -Hiyo 满足 : 
(3) (Hi) = vA) ~ vL Hi(y1)1 
车 B 选取 顶点 y, 使 得 v[ Hi Cy] 最 大 , 则 无 论 对 手 怎样 选取 x, ,总 有 
(4) [R G2] < v[Hi Gy] 
A XE x, 后 ,由 (2),(3) 和 (4) AH, = [xi 满足 
v(H,) = (Hi) + alH, Cz] S&H) + lH (a2) ] 
= »(Hi) = v[HiCyi)] t vLH,(z,)] < »(Hi) «1 
EBRLE, TERAS (A) 所 vy(Hi) <1. Fa, PASRAM, MG 


KH.) 23 = 1 ,所 以 在 H, 中 不 可 能 有 空 集 为 边 。 
故 B 有 一 个 平局 的 策略 。 从 而 由 上 述 基本 性 质 ,上 HH 含有 一 致 2- 边 着 色 。 
推论 (Erd6s, Selfridge [1973] #2 H = (E; li € D) EZRA, ERE m 十 
A < 2 jk s = min| E | ,m 为 边 数 ,A 为 最 大 度 , 则 H 808 — OE ui. 
在 如 上 的 占 位 博弈 中 ,第 二 个 选手 B 有 一 个 平局 的 策略 。 
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事实 上 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
ae + max 2, 2 IEI SmI“ + AQ? X1 


ERS LRH An 阶 无 环 超 图 , 且 满 足 
n - |E| n-1 
iU c I< ni] 
则 及 合 有 一 致 2- 着 色 。 
EO p= [全 | ,= BH EUCH p HR ARMA 


Ki - r, = |FIFC X,lF|- p, BÆK E € H,lif8 F() E = 0i 
则 有 


nt) - m) = m(KE - s) X )< (^ 71) 


P p 
"> 0) Gu) 
EKR EHIBEA T r KERR, MERA A MBH n 是 偶数 , 则 


(A.B) Æ H BS—53X2- HE n BHR X-(AU B) PE- BS UI SEA 中 ， 
最 后 也 得 到 一 致 2- FH. 


推广 (Hansen，Lorea [1978]) H &—/ n Ge k) REAS p= HE = 
n-ph,É 


afn- |E] | E n 
JU. MIL $21p*1-|EI < «C | 
则 五 含有 一 个 一 致 上 ‘ae. 


4 有关 色 数 的 极 值 问 题 


许多 主要 由 匈牙利 数学 家 作出 的 成 果 , 其 目标 是 研究 具有 给 定 某 种 性 质 的 n 
Br r- 一 致 超 图 的 最 少 边 数 (或 最 多 边 数 ) ,这 些 通 常 被 称 为 “ 极 值 问题 "。 文 献 中 大 
多 数 的 结果 是 用 “概率 的 方法 ”获得 ( 见 Exdós, Spencer [1974])。 

首先 考虑 阶 数 不 超过 nk 可 着 色 的 x- 一 致 趣 图 的 最 大 边 数 , 记 为 

Mi(n,r) = max m(H) 


因此 


NSE 
接着 考虑 阶 数 不 超 过 n, PE k UREN r 一 致 超 图 的 最 少 边 数 , 记 为 
m,(n,r) = minm(H) 
xmas: 


用 Min, r) 表示 具有 以 下 性 质 的 最 大 值 m :存在 一 个 x- 一 致 超 图 五 使 得 
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n(H) €i n,m(H) = zm, 在 日 中 加 上 ;nw ^ n(CH) 个 孤立 点 后 有 一 个 一 致 此 着 色 ; 
用 millnr) 表示 具有 以 下 性 质 的 ”> 一 致 超 图 五 的 最 少 边 数 :xz( 百 ) 所 , 且 即 使 
在 H 中 增加 m -n(H) 个 孤立 点 后 仍 不 存在 一 致 &- 著 色 。 于 是 有 以 下 不 等 式 ; 


1< m(n) <M (ar) < (7) 


lm rr) SM a,r) (7) 


mi(n,r) S m(n,r) 
Mi(n,r) x Mi(n,r) 
由 下 面 定理 ,容易 计算 Mi (a,r) 和 Mi(n,r)。 
定理 6(Sterboul [1974]) — W(Y,, Yare, Y) Æ n 7G X htik- 分 
Xl, H BX Er 一 致 超 图 : 
H,,-(IECX;IEl 2 r,E £ Y,,EG Y, EG Y) 
则 
M,(n,r) = Mi(n,r) = m( Ha) 
H&— n Fr IS M, (nr) A r- —S k- nj A E e A HT, oe 
证 易 见 每 个 一 致 &- 3G Hr 一 致 超 图 在 同 构 意义 下 是 于 ,,; 的 部 分 超 
图 ,此 外 ,车 三 是 nt 阶 r- SGREIBX(GI) oe, SE H k- RECS S23 S), 
令 |S,|= n,.H 


»un«()- 3 )«0)- gm 3C) 


1 


É 
易 知 , 当 n tm ttm = n BE, (BRIN EE A ER: 


|a|] GH 42,08) 
NE m Z mn, t 2,8 


(Hee e e 


m(H) s mH) 
同时 也 证 明了 只 有 当 k- FEC, Se, Si) 是 一 致 时 ,等 号 成 立 。 
对 m, (rr) 的 计算 是 非常 困难 的 。 当 ? EK; 不 是 2- 可 着色 , 故 
mj(n.2) = 3; 由 于 KK; 不 是 2- BB, om, (5,3) S10; 4n STH hF P; 不 
是 2- BD GARE mi (n.3) ST ERNE ,容易 得 到 当 nm ko La (2, 


2) = (^5 ! ) ,其 唯一 的 航 图 是 Kan ( 见 Graphs, $8 15 章 ,定理 4)。 


故 有 
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定理 7(Erdis [1963]) 5 r >2,k >2,n 之 hr 时 ,有 
my,(n,r) >k 
证 OX in WR RS r = 【9 ,SS ) € X HTAR- 分 划 。 也 
就 是 个 不 相交 的 子 集 ( 允 许 有 空子 集 ) 的 序列 , 它 的 并 为 XABA X Mr OCT 
集 为 项 点 的 超 图 Hy = (E, |x), HA. 
E, = iYIY C X,| Yl - r, EFE S, YCS} 
4T X LARA 可 着 色 的 x- 一 致 超 图 的 边 集 是 Ho 的 一 个 横贯 ,反之 亦 然 。 因 
ik, 
m,(n,r) = c( Ha) 
一 个 有 序 的 大 分 划 可 看 成 一 个 11,2,…,n} 811,2, 的 映射 , 故 有 和 (Fo) = 
k", HA AHi) = RT X ko : 
由 第 3 章 中 的 定理 1, 有 


mlnr) = (H) > m( Ho) 


ACH) 

注 ”利用 不 等 式 r(Ho) Sc’ (H,) 及 多 少 有 点 复杂 的 代数 运算 ,可 改进 定 
理 7 中 的 下 界 。 

当 衣 =2 时 ,mi{n,r) 的 最 好 下 界 由 Beck [1977],[1978] 得 到 :对 任 给 的 e > 
Off n Ze nle), A mi(n,r) >t ,不等式 m;(n,r) s 2'r! 分别 由 Erdés 
[1964 ] 和 Schmidt [1964] 给 出 , Seymour [1974] 给 出 它 的 改进 ,如 on. (0,4) «23, 
mln, 5) X; 51s 

HES” (Hansen, Loréa [1978]) H Æn 阶 起 图 ,满足 

3L a t1). S ct 


= RU! 


EEH EEH 
W y(H) « &. 
(其 证 明 与 定理 5 的 推广 的 证 明 类 似 ) 


推论 1(Johnson [1976]) Her 2,2 Zz2.nkr,W 


mln, r) zm rk 
(on Z ETT) 

推论 2( Schmidt [1964], Herzog, Schónheim [1972D #r22,k =2,n > 
2r, WA 
r:2 
7 十 

k= 2 时 的 上 界 由 Erdós [1964], Chvátal [1971], Beck [1977], Erdós 种 
Spencer [1974] 给 出 ,一 些 与 最 大 度 或 边 数 相 联系 的 上 界 是 由 Erdós 和 Lovász 
[1975] 给 出 的 。 


mln, r) > 
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下 面 考虑 mil(n,r) mA. 
定理 8 rlB2lÀu2, aia XAXÉ- 个 一 致 上 PRA qg tE 


&|2 | 个 元 素 的 类 ,有 q 有 | 个 元 素 的 类 , 则 有 


my(n,r) > (natn). a(n 


WE “与 定理 7 的 证 明 中 那样 ,在 X 的 > 元 子 集 构成 的 集合 上 定义 超 图 互 。 = 
(E, |x)。 对 每 个 一 致 &- 分 划 r = (51,84, S) ,其 边 为 
={YIYCX,|Yl=r,B##S,, f YC SI 
显然 Ho 是 正则 的 ,也 是 一 致 的 , 且 秩 为 


a) 
因此 ,用 第 3 章 的 定理 1 可 得 到 


mi(n,r) = (Ha) Z m - (")[a (i73). al nl 


注 ” 当 x =2 时 ,已 知 mx(n,r) 的 精确 值 ,下 面 给 出 若干 n irdi- 着 
色 的 图 的 例子 。 

车 n 所 上 ,每 个 n 阶 图 有 一 致 #- BA. 

En >> 上 ,考虑 由 有 +1 个 顶点 的 团 Ki,) 和 nn 一 上 一 1 个 点 构成 的 独立 集 5S, ,1 
的 并 所 成 的 图 G (n ,)。 这 个 图 显然 是 n 阶 的 ,并 且 没 有 六 着色, 即 GL (n,k) 不 
存在 一 致 &- HE. | 

Bk<n<S2k SRAA Ku uus 和 独立 集 S,, o, 的 并 再 加 上 把 S2, 21 P 
的 每 个 顶点 与 Ky. 的 每 个 顶点 相连 接 的 边 全 体 , 所 得 图 记 为 G,(n k). A 
Gi(n,k) È n 阶 的 ,和 且 不 存在 一 致 &- 着 色 , 作 为 习题 留 给 读者 。 

F n 之 2k ,考虑 图 G;(n,k), 其 顶点 集合 为 A tJ BU C, 这 里 A 仅 含 1 个 顶 


点 ， B 合 a 一 | 至 |+ 1 个 顶点 ， C 会 [至 E 2 个 顶点 ;A 中 的 顶点 与 日 中 每 个 顶点 相 


连 的 边 为 其 边 集 。 图 Gin k) Æ n 阶 的 , 且 不 存在 一 致 RA ,作为 习题 留 给 读 
者。 


因此 ,对 每 个 2 > bun 阶 不 存在 一 致 志 着 色 的 图 的 最 少 边 数 满足 

(1) mi(n,2) & minm[G, (s, &)] 

事实 上 ,Berge 和 Sterboul [1977] 证 明了 (1) 式 等 号 成 立 , 且 刻画 了 阶 不 存在 
一 致 &- 着 色 其 边 数 为 ma (n ,2) 的 这 类 图 的 结构 。 

同样 可 以 讨论 独立 数 的 极 值 间 题 。 

HA Sn, pir BBR Men Sper Sl n hr RRB 
alH) > p 的 最 大 边 数 为 
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aea = (2- C) 


证 WX. X Xa 元 集 ,SC X,1S| = 户 ,有 唯一 满足 性 质 中 条 件 的 x 
一 致 极 超 图 : 
Hy, = (EIEC X,| El = r,E N (X - S) x 0) 


aat = (*)- (^) 


Xbnzpzmri2,9 
A(n,r) = {HI An Brr- 一 致 超 图 | 
Turan & Tín pyr) LAX (n.r) 中 满足 区 中 的 任 一 p 阶 顶 点 子 集 至 少 合 一 条 
边 的 超 图 的 最 少 边 数 , 即 
T(n,p,r)- D. m(H) 


HE air) 


fA 1( Turan [1941]) XX 是 一 个 4 元 集 ,(S1,S,,…,S, 0E XI — 1 — Kp 
-1)- 分 划 。 在 藉 上 构造 图 G,.,-, ,XX 中 两 个 项 点 相 邻 当 且 仅 当 它们 属于 某 个 S; ,于 
是 a(G,. 4) € po Turán 证 明 这 个 图 是 唯一 满足 上 述 性 质 且 边 数 最 少 的 图 。 因 此 ， 

T(n,p,2) = m(G,,4) 

(2L Graphs, # 13 XE ,定理 5) 

$2 考虑 X = |1,2,…,9} 上 的 3- 一 致 起 图 五 ,其 边 为 123,456,789,147， 
258,369,159,267,348,168,249,357。 它 是 秩 为 3 的 仿 射 平 面 。 可 以 证 明 这 是 一 个 
3- 一 致 起 图 且 a < 5 的 唯一 极 超 图 .因此 T(9,5,3) = 12。 

a 


极 少数 几 个 值 T(n p r) EE STH E nce co RRB Tn, p (7). 的 
极限 是 ip. r)(Katona, Nemetz, Simonovits [1964]) 34 p > r z238] ,t(p,r) 8 
信 均 是 未 知 的 ,但 已 知 Cpr) m (7 T). ( 见 de Caen (19831) f e(r + 1,7) 8 
AE ESL Frankl 和 Rödl [1985]) 。 

定理 9 alÍjplrI2H 8 

(D TG 2,0 2 (F) 


r 


(2) T(nspsr) <[1 + log{” 2000) 


p-r r r 
证 BX En TRH, REA X b e cof ROBUR] AHER = (Es1S 
CX, [Si » p), Km E, = IS'IS'C S,|S'1 = r}, A 
T(n,p,r) = rH) 


SCR 


此 外 
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人 人 
m( Hy) = (7), A(HS) = 人 H r) 
由 第 3 章 定理 | 的 推论 3, 有 


Tln. psr) = rzr( Fo) 之 


即 得 (1) 式 。 
又 从 第 3 章 的 定理 12 可 得 (2)， 
T(n,p,r) = rCF) S [1+ logAC Ho) lr" (Ho) 


_ nr n\{p\"' 
i EINMAL 
注 ”不 等 式 (1) ERE Katona, Nemetz, Simonovits [1964] 用 另外 的 方法 得 
到 .用 Moon, Moser 和 de Caen [1983] 的 推广 定理 把 (1) 式 改 进 为 


(3) TG. pr) m f— BE n (o7) 


(对 于 Turan 数 的 综述 ,读者 可 查阅 Brouwer, Voorhoeve [1978]) 
Schónheim [1964] 改进 了 (2) 式 的 界 。 


Hit H fin Eon 条 边 的 x 一 致 起 图 , 则 alH) Zum. 
事实 上 LAM PUE «Gp Y JE < (^) (^) RADR m 


are) = yee) = CE) 


< Tin, pr) oth RB, p < nm * AEH) > p. Bt, 
al H) Z am E 


5 完全 超 图 的 好 边 着 色 


设 kl) 是 一 个 整数 。 超 图 AERA Hh BEE MAH HSK 
边 着 色 。 因 而 存在 边 的 分 划 H = H, +H, + +H, ,使 得 对 每 个 度数 大 于 工 的 顶 
点 工 ,其 星 H a) 中 至 少 有 两 条 着 不 同 颜色 的 边 - 万 的 好 k- DRAB Be 边 
着 色 ,使 得 若 d, (2) Sk BAB ERS H) 中 的 边 至 少 出 现 一 次 ,而 对 dux) 
<k KEHO), MELEAR EH Mk 边 着 色 是 一 个 边 的 分 划 晶 = H, 
+ Hj +o + H, WIERDE HUE) 中 ,所 有 边 着 的 颜色 均 不 同 . 超 图 H 存在 强 
k- 边 着 色 的 最 小 值 & RAH 的 边 色 数 , 也 就 是 强 色 数 yH )。 

在 这 一 节 中 ,将 确定 为 何 值 时 ,使 ~ 部 完全 超 图 和 +x- 完全 超 图 有 好 &- 边 着 
色 。 

定理 10(Meyer [1975]) “对 每 个 e( 2), ZE r- 图 有 好 k- 边 着 色 。 


第 4 章 着 & + 105-* 


HE BHS Ki yn, AS Sm messe X = 10,1, - UR 
示 第 i 类 顶点 集 。 

由 第 1 章 中 的 定理 9 知 p = [|n = ACH) PAM r = x6 着 (aa， 

ixl 
45,7:,0,) 色 , 这 里 
a; = [x + x], 

FRE HT Rp DHEA RM B xL p 时 ,存在 一 个 好 &- XD I Rb. 
则 上 述 的 p- WEES- 卢 个 空 色 类 一 起 成 为 日 的 一 个 好 上 k&- 边 着 色 。 

下 面 也 能 证 明 对 n sna Rp=s H n, EE 2850 x 0E (25,034,777, 0) 


iq 
ql 
色 , 其 中 
f[z t+ x j,i E 2uiuq 
EE Hix=qtt 
[xo txl o Bg ti<i<r 


是 一 个 好 £- 边 着 色 。 对 k = II^ = mind, (zx) ,在 上 面 所 定义 的 £ 3i* &(s, 5 
Saro S D PR gtl S r,s = nn ARTE k BES, Sous, 
日 S,)。 对 于 其 他 &， 可 用 类 似 的 方法 来 找 (ol,a，…,o-)( 读 者 可 参阅 
Meyer[1975] ) 。 

我 们 还 注意 到 定理 10 的 推广 (不 给 证 明 )。 

推广 (Baranyai[ 1978]) ”对 每 个 渤 2, 完 全 r- 部 超 图 的 边 集训 一 个 均匀 的 一 
致 &- ee. 

Baranyai 对 阶 数 ”进行 好 纳 证 明了 超 图 入 ' 的 边 存 在 好 六 边 着 色 。 为 了 能 归 
纳 , 需 一 个 更 强 的 表述 ,然后 才 去 证 明 它 ,首先 , 超 图 互 称 为 是 几乎 正则 的 ,车 它 满 
R 

idu(x) -~ da(y)| 1 (z,y € X) 

5381 HX EmBBE.E XD GacX.,X-lal EFBBESRTEH X 

eaa ME 


r 


lx 1 | 
[SUE jet < | IE 


We 


则 五 是 几乎 正则 的 。 
HE a= YELM |S] cas) Ex xa BD 
ECH 
PENN KE 
a-d a — dy(a) 


[du | au) = dyla) S 


7 


n-1 
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注意 到 


于 是 有 
[2 ]< ania < 
因此 H ELPEN 
282 Be 是 一 组 非 负 实数 ,; = 1,2,…,s,j = 1,2,…,t, 则 存在 一 组 束 
数 。 之 0, 使 得 
(i) fe, seen 


(ii) | | Ue Ye, |< 2 < | Des | 


(il) [Me ]< Xe, € | De, | 
(ap 考虑 由 两 个 集合 S 和 工 , 源 为 4, 汇 为 z 所 构成 的 运输 网 络 尺 。R 的 每 
条 弧 容量 的 上 、 下 界 有 三 种 类 型 ， 
(1) 3K(a,:1),1 € S ENF IE 
[Zs I< ola) & 127] 
(2) mi, PEE SVE T ERNY HE 
Ce, J 4G 3) < leg 
(3) 3£(j.2),; € THR, 满足 
[Se < v6. 2) < {De | 
一 个 整数 容量 的 网 络 存 在 实 值 流 和 整流 的 充 要 条 件 是 相同 的 ( 见 Graphs, 第 5 章 ， 
$2).HU T PIA R 78 — n SCIL oi) = 6 因此 尺 含 有 一 个 整流 少 , 其 整数 
plij) = e 满足 条 件 ( J Ci) AÑ )o 
Baranyai 的 引 理 Ron, Am, 是 整数 ,i CIjJEJ: WE 
(I)Oxr, xn i € I) 
(Im,20 GEIJEJ) 


UD Sim, =(") Gen 
FI i 
(2) H, = MH; 是 完全 超 图 Ki 
i€1 


(3) H, - 24H, 是 几乎 正则 的 , 即 


(x Fa) 


$4* 着 色 + 107° 


(45 E| |S da (2) < P» ni (z € X) 
EEH, EEH, 


‘证 ”用 归纳 法 ,假设 对 小 于 n 的 正 整数 上 述 结论 正确 ,下 面 证 明 对 n 也 正 
MHF ,考虑 下 面 满足 ( 工 ),( 工 ) A) 的 整数 表 ( 见 图 1)。 


图 1 
由 于 当 Fi = 0 时 ,由 ( 亚 ) 0 m; = 1H, = Ø , HT He BE tp ih Fi 
0 对 应 的 第 io 行 删除 。 类 似 地 , 当 r, = n BY, ACID) LRL, = (X), 故 可 将 rr， 
n 对 应 的 行 删 除 而 不 影响 结论 。 
FETE ME A a Re FA oe — 1 情况 下 的 新 表 ( 见 图 2)。 


1 a je 了 


图 2 


这 里 整数 。 满足 引 理 2 中 的 ( | ) Cil ANC) Re, = 六 rmyo 在 新 表 中 的 


这 些 整 数 满足 ; 
(I I0Rr -ln-1 
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(I)200xr,€n-1 
GOD ey 之 0 
(I2 mj — e; 20 

为 了 得 到 (下 ”) ,考察 下 式 
My 一 ey = DOM 
不 等 式 左边 为 整数 , 故 由 引 理 2 中 的 ( i ), 有 
mg —e,z gop e; 290 
tB Cii ) 和 (里 ), 还 有 
= arm, nri H -1 
Mes > | cou |= (7) |= (* -i 
同 理 可 得 相反 的 不 等 式 。 故 有 
， 2-1 


y 


Sia 4a 
PN n 4-1Y [n-1 
an Ets e= (2) (271) (57 
由 归纳 假设 , AEn- 1 元 集合 XX ETAH,- (BCA) MH, = 
(E,(A)) ,满足 


(1) mCH,) = ej 

(1) mGT,) = m, — e; 

(2) MA, = Ki 

(2°) XH, = Ky, 

G) MA, + XR, 是 几乎 正则 的 
考虑 一 个 新 顶点 a, F X= XU lal M 


E, (A | 1<A Se, 
g, o) = Ee )U a} Ux € 


| E;CA) e +1 SAS my, 
MA, = KY 
46l 
A 
X fe, QI = Vai 
nmi n eral n 


BAK X & + 109; 


1 1 
[ENIRA] a « | By) | 
由 引 理 1 "XI, H, = SO, 是 几乎 正则 的 。 
定理 Ml(Baranyai[1975]) ti n, r BEM, An Sr S204 mo micum, 
是 非 负 整 数 ,满足 m + ma + … m, = (7) BEC 可 分 解 为 : 个 边 不 相交 的 超 


AH, 之 各 , 且 每 个 H, 满足 
(1) m(CH,) = my 
D [E]n] ce» 
在 Baranyai 的 引 理 中 取 | 了 | = 1 时 就 可 得 此 结论 。 
推论 1(Baranyai) K, 可 分 解 为 边 两 两 不 交 的 h- 正则 部 分 超 图 已 | 的 充 要 条 件 


是 rian 和 名 | ( ”|。 在 这 种 悄 况 下 ,这 些 H, 组 成 K 的 一 个 一 致 边 着 色 。 
iE AK, 可 分 解 为 边 两 两 不 相交 的 h- 正则 超 图 六 , 则 通过 两 种 不 同 的 方法 
计算 点 - 边关 联 图 的 边 数 , 故 有 em (H,) = hu。 因此 rikn BY = m(H,) 整除 


m(K,)- (^). 


反之 ,车 上 述 条 件 满足 , 取 mw, = 经 ,t = ( ”| 所 ,由 定理 11,K; 可 分 解 为 :个 
CENT 
h= (lsat) < [mul - h 
因此 超 图 H, 是 h- 正则 的 。 
推论 2 完全 图 K, 是 正则 图 的 并 的 充 要 条 件 是 :jz 为 偶数 是 饮 1{ 7)。 


推论 3(Baranyai) K, AAW OH BLM rn 在 这 种 情况 下 ,存在 一 
个 一 致 的 最 优 边 着 色 。 
证 由 于 三 整除 | ” ) actes ("7 1 ] Boat a = 1, 由 推论 1, 可 得 结论 。 
推论 4(Baranyai) K; 的 边 色 数 是 
vo iC] 


证 OK, =H +H) +--+ HOEK, 的 边 的 gq = qCK,)- 匹配 分 解 , 则 有 
("|= me Ide He e ELI a [2] 


"110° 超 图 一 一 有 限 全 的 组 合 学 
Bik, 
eo [sm 
sri ei- CR] mmm ma [m = (")- 


G-0D|7|x [2 ] asm n Eo 
K, = H +H, +: + A, 
使 得 对 每 个 x € XA 
OS dn.(r) S z[z]i- 1 
EK, 的 一 个 强 六 边 着 色 , 故 g(K S A, 
«o CETT 
推论 5 WK, = H +H, +++ H, eK, BARAH, UP HEX E 
的 超 图 ,i = 1,2, p Bid p Ki ) 为 使 得 K' 存在 上 述 分 解 的 最 大 整数 户 , 则 
p= [全 
证 明 与 上 类 似 。 
推论 6 K, 的 边 集 存在 好 &- 边 着 色 的 充 要 条 件 是 ， 
esi] a i] 
证 ”利用 推论 4 和 5, 有 
plK’)= [人 ) 
n n)! n a F 
=(")[2] <E] |= e 
Bk<q(K,), Ki PER- WBA; Bk > pK), K, PEER- MRD OA 
此 没有 好 k- HB. 
5 —J 18.3: Sal KL) WUE ga (K) 边 着 色 中 加 一 些 空 类 得 到 K' 的 一 
TE k- a ORS pK.) EK Bip CK, )- Ee MET p CK) )- k 
个 类 并 人 到 最 后 一 个 类 中 ,得 到 K' 的 一 个 &- 覆盖 分 解 。 


6 极 值 问题 的 应 用 


由 前 面 结果 ,我 们 能 部 分 地 回答 下 面 问题 ; 阶 数 不 超 过 n APRE + 工 条 两 
两 不 相交 的 边 的 r- 一 致 超 图 的 最 多 边 数 是 多 少 ?并 把 它 记 为 


n 
IF 


A 
r 


RAE 着 & -ille 


M'i(n,r) = Aum Un 
al Hx» 
dE POS f OF ,这 一 问题 已 被 Erdass 和 Gallai[1959] 所 解决 { 见 Graphs, 38.7 € , eH 
2) 
定理 12 anki 是 满足 n Sr Sl S kr HER. AS 


则 


M'(n,r) &(q — 1)k + min|,(”)- (a -Dz| 


证 UH Sn DRX EH 一 致 超 图 ,不 含 上 +1 工 条 边 的 匹配 且 边 数 是 最 多 
的 ,由 定理 11 的 推论 4, 考虑 六 Er- ZARRAK, 的 gq- 匹配 分 解 
K,-H(-Hjt'--€H, 
其 中 ， 


mH) [2] Gereg- 
m(H,) = (")- (gq - "d 
超 图 HH 对 每 个 j <q - 1 至 多 有 上 条 边 会 在 及 中 ,而 至 多 有 


e) «-v[] 


RUSE H, 中 。 因 此 ， 


min 


M',(n,r) = mCIGH) € k(q - 1) + min 


«()-«-»[7 
注 ” 当 上 = 1,r 志方 时 ,由 EKR 定 理 ,M'\(n,r) = (^ 71).83 r€«3 
时 ,其 唯一 的 极 超 图 是 星 K; (xo)。 
Bin <hr GG -1), My (nr) = (2) ,其 唯一 的 极 超 图 是 Ko 
Ba kr +r, BR n mBXRXÉRLuTBY. 
&, =({EIECX,JE|=r,EN Y#@) 
由 于 多.; 中 每 条 边 与 了 AR KEE E, 中 不 存在 & + 1 条 两 两 不 相交 的 边 。 
Erdös[ 1965] 证 明了 当 n > ck 时 ,这 里 c 是 仅 依 赖 于 > MEK, 是 一 个 极 超 
A te RIB . 
M’,{n,r) = m(&,)- (*)- (^-^) 


此 外 ,Erdis 猜测 :对 每 个 n S kr + r BE Ko RE, 之 一 是 极 超 图 ,因此 有 
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M’, (a,r) = max «(e *771).()- (775 


r r 


4n 充分 大 时 ,如 ; 是 否 为 仅 有 的 极 超 图 ?Bollobas,Daykin 和 Erdés[ 1980] 证 
明了 每 一 个 满足 下 列 条 件 的 r- —SeREBPLH: 
n(H) > 2r3k 


m{H) > mic. )- (" -&- erm 
r-1 
y( H) <k 


EF éa 中。 


7 Kneser 的 问题 


ARIS e R €, AE E: FR A H 的 边 的 最 少 个 数 
是 多 少 ? 这 个 新 的 参数 记 为 vs CH) , 常 称 为 Kneser 数 ,其 性 质 类 似 于 横贯 数 (H) 
由 于 能 用 (H) T E7838 H 的 所 有 边 , 故 UH) S (H) H A® Helly 性 质 ， 
显然 有 OD) = r( 万 )。 

ca CH) 的 研究 与 AQCH) 和 每 条 边 至 少 被 覆盖 UC REIR IE BID oH) 
是 密 不 可 分 的 。 参 数 


ra (H) = min 
Eid 


常 称 为 分 数 Kneser 数 。 
定理 13 HIER HLA 


v(H) S max RUD) < TQ (H) = min 7 


< mex AE) = am(H) «c AH) 


证 AEX ERERH = (E,LES 0 En) HEL HRA US BR 

图 H = (EEr, En) XX E, REPRE, BEDS E, N E, = OAL 
3E NE = Ø, KIE 

v(H) = y(H) 

ACH) = ACT) 

c, CH) = p, CH) 

c(H) = «D 

cO) = ro (H) 
把 第 3 章 中 的 定理 1 应 用 到 超 图 五 上 ,我 们 就 得 所 这 的 不 等 式 。 


alH) 
k 


& (A) 
k 
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Wil P. 是 7 个 顶点 的 射影 平面 , 则 有 


ACP) =7 
ro (P5) -1 
由 定理 13,8 


1 = v(P;) S ro CP3) S r4 (P1) =1 
故 也 有 ra (Pz) = 1. 


例 2 K 是 x- SBA, Ar « Fol EKR 定理 ,有 


2e. {fn—1 
As UG) = un 
注意 到 Ki Mn 个 星 覆盖 每 条 边 怡 好 > 次 , 故 p, (KS no 又 由 定理 13, 有 


s- (ET BEB es eoe etes 


Mf (Ki) = A, 


co CK; ) AYA se ER Kneser Æ 1955 年 提出 ,但 直到 23 年 后 才 由 Lovász Fil FE 
代数 拓扑 的 方法 给 予 解决 。 这 里 是 由 Baranyai[ 1978] 给 出 的 简单 证 明 。 
HE OH REA n S2r 的 r- 一致 超 独 , 则 
n (H)s;n-2r*2 
SIN M2r-1 TRY HME Y PII RH | Y BTR OX E 
ESIE Hr), € X- YEHE H 的 一 个 交 笠 覆盖。 因此 ， 
To H) 1 (n -2r t1) 2 n -2r €2 
定理 14(Lovasz[ 1978],Baranyai[1978]) — Wn, r EIE LX 的 整数 ， 
则 有 
w(K, )= n-2r*2 
证 “根据 前 面 的 性 质 , 只 需 证 明 
ty( Ki) an -2r+2 
用 反 证 法 。 令 d = n-2r BE K, 可 分 解 为 d+1= n-2r*VTAHEH,, 
Ho Hio H Gale 定 理 [1956], 对 任意 之 1, 能 把 4d + 2k 个 顶点 放 到 d+1 维 
空间 中 的 一 个 球面 
S = {xix € R"', li xli — 11 
上 ,使 得 任意 开 半 球面 上 至 少 含有 个 点 o 故 能 把 K, Hn = d +27 个 点 放 到 球面 
S 上 ,使 得 S^ 的 任意 开 半球 至 少 含有 > 个 顶点 , 即 至 少 售 有 K, 的 一 条 边 。 
用 P; 表示 满足 以 x € S^ AMS 的 开 半 球 含有 一 条 克 中 的 边 的 x 的 集合 。 
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由 于 S 的 每 个 点 ,以 该 点 为 心 的 开 半 球 总 含 K, RAE, mE 必 属 于 某 一 个 
H, EC 
S = P, U P, Uee U Pra 
由 Borsuk 的 “对 极点 定理 "[1933] ERE S SR 是 过 + 工 个 开 集 的 并 , 则 
这 些 开 集 中 存在 一 个 开 集 包含 两 个 对 极点 。 设 开 集 P， SARTRE x My Ux 
为 中 心 的 开 半 球 会 一 条 H 的 边 EE, 以 为 中 心 的 开 半 球 也 包含 H, 的 一 条 边 FF， 


EREN F = ØS H, EXET, 
3 题 4 


1.(81) WRK, 和 K; ,的 边 色 数 和 和 独立 数 。 


tp 


2.($1) HAN LAA ie Bete AC XA a(HIA) > AL a x 


能 被 a (HD) AK SMS (Lehel[ 1982]). 

3.081) 3EH X —^RB mimic m, AEK HERA: HEDRA 个 
两 两 没有 公共 边 的 H HH, 且 yH) « m 的 充 要 条 件 是 :x(H) S 
mı mm, Miller, Müller[ 1981] )。 

4.($1) 日 是 秩 r 渤 3 的 超 图 , 且 满 足 |ENnE |xr-2(VE,E' C H.E 


AE’), M alH) = aA n ca t) 


5.($1) 在 n Xn 正方 形 棋盘 上 定义 “王后 移动 超 图 "HR: 以 棋盘 上 的 小 方 
HATE, A E, 是 王后 放 在 小 方 格 上 时 所 能 控制 的 小 方 格 全 体 ( 含 工 自己 )。 类 
ER" EB B"H SF TEM: 

y( HP) = yC Hl) = x (C HP) = yCA = 2 (Ri #3 B f) 

6.081) 考虑 顶点 为 1,2,…,n, 边 为 满足 x 十 y =z 的 三 元 集 {x,y,z| 的 


3- 一 至 超 图 证 明 :这 个 超 图 的 独立 教 是 | Z| + 1(Sedlatek[1970])。 ` 


7.(81) 考虑 一 个 无 限 超 图 : 它 的 顶点 是 所 有 正 整数 ,一 个 等 差 数列 形成 的 

整 教子 集 作为 边 。 证 明 :这 个 超 图 具有 Helly 性 质 , 且 边 色 教 是 29。 
”8.($2) 用 凑 色 1,2,…, 上 给 超 图 是 的 顶点 着 色 ; 若 某 条 边 中 的 顶点 均 着 不 
MME, MARAE 30,897 0 Y CH) AREE X 的 每 个 不 例 空 类 的 上- 多 分 
Xl(S,,9,,:7,S,) 总 存在 强 着 色 边 的 最 小 正 整 数 天 , 称 Y CH) HH 的 余 色 数 ,证 


D [xmTOu-2. 


第 4 章 着 & +115. 


A:y( Ki )= To 
ZHXnPFec—KARBEHGESIIY(OH) n-rtle 
计算 :7 (Ki usu). 
£H G 用 个 连通 分 支 , 则 Y(G) = pt1e¢GAnBA HAUG ALA 
顶点 ,G 的 图 为 边 的 超 图 。 证 明 :Y(H) = n. 
9.($2) AREA YH) 和 独立 数 (H) 之 间 满足 下 式 ，; 
Y(H) €& a(H) +1 
ot nS pr SAAD hr -KAH BRR alH) = p 
-1,Y(H) = p(Sterboul [1975]}, 
10.(§2) 侣 是 一 个 图 ,证 明 : 积 GX KLE 3 #, $6) 满足 
¥(G X K,) = n(G)+a(G)(n -1) +1 
(Sterboul[ 1975 ]} 


11.(83) £z [oh + 1, 证 明 : 最 大 度 为 和 的 树 让 在 一 个 一 致 Re HE, 


又 基 = | 全 | , 则 存在 一 个 最 大 朗 为 A 的 树 , 它 没有 一 致 HB, 
12.(84) Aimla r)a (* “At ae 
(Herzog , Schónheim[ 1972.]) 


13.(§4) A.B p =f AE Tr 的 整数 , 则 
teo C 1 1) 

14.(84) +A st n Shr A mo (n,r)<T(n-1,p-1,r-1), 22 p 

n 
= [i] 

提示 :者 虚 nn 一 1 阶 的 (r -1)- —SCBUR EE H, 且 不 禽 基 数 为 记 一 1 的 独立 集 。 
在 H 的 每 条 这 中 增加 同一 顶点 zo ,得 到 一 个 n pr 一 致 超 图 Ha。 证明: Ho 没有 
—K k- X & (Berge, Sterboul| 1977]). 

15.(84) GEH E Xa dn 阶 r- —EXBITCXIITIS r- 1 
AH PA&AT ÉGEVEXEXAKBSIÓA 


etn) 
从 上 式 可 推出 这 类 超 图 的 边 教 m 满足 


at ial,” " >n 
( 见 de Caen[ 1983]) 
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提示 :利用 定理 9 后 面 注 记 中 的 不 等 式 (3)。 

16.(§4) HABAn = kr 的 广 一致 超 围 , 它 不 存在 一 致 着 色 , 且 在 
wee T EOD Y GEA: H Æ K, 的 星 (Berge,Sterboul[1977])。 

17.(§5) AK, FAM Dk EO I ERE. 

Cee <a] 

18.(§7) #4 nk t En kt»0.ntt2kjJfü G(n, kt) 表示 
VÀ n 元 集合 中 的 名 元 子 集 作为 顶点 的 图 ,两 个 下 元 子 信 和 BMPS ARS 
[AN Bl € t, B e GGG(n,r,1) 86,4 Frank HA: Hn AKR, GC, 
r,t) HEET TIn, k.t) IERT = 2 时 的 情形 (Frankl[1985])。 

19.($7) 证 明 ， 

c (T) S maxmCHIX - E,)+1 

等 号 成 立 仅 当 LH) 3 BUB X E 09:58 EE —BATBUIUm 
Brooks 的 定理 , 见 Graphs, 15 €). 

20.(87) A#M: n S83, (K,) -7n-2r*2. 
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第 5 章 二 部 图 在 超 图 中 的 推广 


1 不 含 奇 圈 的 起 图 


HEX ERB (> 2) 是 一 个 整数 ,一 个 长 为 的 圈 是 指 谐 足下 列 条 件 的 
序列 (x ,Er Es aan Ey x): 

(1) E,, E, E, 是 五 中 不 同 的 边 

(2) x,, x5, x, 是 五 中 相同 的 顶点 

(3) 2,211 € E, (i21,2,,k—1) 

(4) r,,x; € E, 

BAFI, E x 不 是 圈 。 长 为 奇数 (偶数 ) 的 图 称 为 奇峰 ( 侦 圈 )。 

不 含 奇 图 的 图 具有 以 下 性 质 : 

' Helly f£ f£ ; 

* Konig TER ; 

> XJA Konig 性 质 ; 

* 边 着 色 性 质 ， 

“顶点 2- 可 着 色 。 

对 超 图 仍 上 其 有 这 些 性 质 吗 ? 

例 ZE pia 列 的 (0,1)- 矩阵 A ,以 矩阵 A 中 值 为 1 所 对 应 的 “位 置 ” 作 
为 顶点 ,以 每 一 行 或 列 中 所 含 的 “位 置 ” 全体 作为 边 的 超 图 , 记 为 及 ,显然 ,日 Æ 2- 
RAG Bro XE CA 的 行 , 列 分 别 对 应 为 C 的 二 部 顶点 )。 因 此 FEAR Gr AR, E UE HA 
在 2-( 顶 点 ) 着 色 。 


—— gl 

0 0 01 0 1 0 r 

of OF 0 0 1 0 
A=|l 0 00 1 1 1 "| p 

ll o or vo rol 

lo or ree "3! 


图 1 nia 着 色 例子 


下 面 给 出 图 的 更 强 的 定义 ; 圈 (zx) E ns Enos ESzO 称 为 B- B EUR 
下 列 性 质 : 
(1) & 是 奇数 
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(2) H' = CE, E, EL) 的 最 大 度 A(H') = 2 

(3) |E N Eml=1 (i=1,2,…,k~-1) 

(4) ENES 

例 HEFE P, 和 完全 超 图 K, 不 是 2- THE MAKA 3 0 B- 图 。 

Æ 1( Fournier, Las Vergnas [1972],[1984]) ”每 个 非 2- 可 着 色 的 超 图 均 含 
B- B). 

证 设 五 是 非 2- 可 着 色 的 ,不 妨 设 BR, A y CH) > 2, 且 对 任 一 条 
WE BWA y(H - E) = 24W H 58B- BRE, € H, AX H- E Æ 2- 可 
TG C(A.B)EH-E K2 FEAT y(H) 22, REA PE, 是 单 色 边 ， 
不 防 设 E, C A. 

考虑 项 点 z E Eo, 令 Ti = Izl 及 集合 


A, =A-T, 
la -BUT, 
(A B) 是 大 的 一 个 新 的 二 分 划 ,用 H 表示 在 这 二 分 划 下 的 单 色 边 组 成 的 
$E E M IE. l 


(P,) H, 与 (E,) 不 相交 ; 

(POH, 的 每 条 边 含 在 B, PA'S T, 相交 | 

(PORET c LH WET, CBN B fl T, (| Eo = Oo 

一 般 地 , 若 定义 了 二 分 划 (A, B) 及 在 这 二 分 划 下 的 单 色 边 答 HF 
T,,€ T,H,,, B. i BRT, SHANA, 中, 当 ;为 偶数 时 ,了 |， 含 在 


B f) Bi. 中。 
Mi 之 1 为 奇数 时 , 今 
A, = Ar, ~ Ti 
là = Ba U T; 
对 i 之 2 为 偶数 时 , 令 
A =A: UT, 
i = Ba- T; 


对 i 进行 归纳 ,证 明 在 二 分 划 {A ,Bi) FEE ELSE H, 满足 下 面 三 条 人 性质; 

(P,) H, 与 = (E,)LH,,Hao o0 Hy, 不 相交 ; 

(P) H, PRIDE, 4 i 为 偶数 时 ,E CC A,, 当 i 为 奇数 时 ,ECCB, 有 BE 门 
T, 0, 

(P^) 存在 T, € T.H,, i HAMBRE, T, CANA, 41 为 奇数 时 ,人 CB 
N BE T, SE, - Ty, T4, T, Tare, T, TRAE, 

4b > 1 是 一 个 整数 ,假设 当 i < ktt EA P, P.I. 成 立 。 
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1. 证 明 P, 成 立 。 

bP’, ,PP ,集合 下 To Tot T 两 两 不 相交 , 且 在 每 一 步 中 ， 
将 其 集合 整个 改变 颜色 。 因 此 , 当 2 CR - 1, : 为 偶数 时 ,人 TCC Bi ,为 奇数 时 ,了 
CA, oo isk —-1,8 T, € T,H, MPH, 的 每 条 边 玉 分 别 与 T, MT- 相交 。 
因为 T, fü T, 分 别 属于 A, IB, hE DECA, B) BOR Gs LER CR ERR H, 
与 Ho = (Eo), Hi, Ha 不 相交 。 

2. 证 明 P’, 成 立 。 

由 已 TECA, 4, B, 4) 中 H, 的 每 条 边 互 是 2 色 的 ,而 在 (A: ,B, ) 中 是 单 色 的 ， 
因此 , 它 必 与 T, , Z.T, 在 第 下 步 中 才 改 变 顶 点 的 颜色 。 故 当 大 为 奇数 时 ,有 五 
C B k HUE UR EC Ao 

3. uEH] P^, 成 立 。 

(a) Ake ERA, APh H, 的 每 条 边 会 在 BB + AE FET, € THESE. 
B, 中 。 此 外 ,由 于 会 在 To UT: UUT 中 的 边 是 (A,B) REGU, ik H, P - 
HAREE To U T U … U Tz 中 。 因 此 可 以 假设 T, C B, - (To UT, U 
U Tja) = B, N Bs。 由 于 P QPPL, s Tos tases Tua 均 含 在 4 中 , 故 它们 
与 T, AMAA, B) 的 定义 ,集合 E- To ,Ti Ts Tea CE A F,r 
与 T, 不 相交 。 

(b) 若 是 偶数 , 它 与 (a) 一 样 证 明 , 除 非 是 下 面 一 种 情况 : H, 的 边 含 在 A, 中 
AT, CA fA, oA, AF Tq, Tro, Tyg AE B LMT), T3 Ty) SHE 
BY, PL T, S To, Ti, Tas, Ty, BRP HE T, SE, — T, 不 相交 。 

更 进一步 ,下 面 将 证 明 A, 的 每 条 边 与 Re ~ To PAZEN, EFE E, CH, 
MEE, N (E, — To) € 0.9 z € E, N CE, 7 Ty) oH PY, FE x, € T, f 
E; BHRR T, HRD, TE EL. € Hy, BS E L0 Tr. = fal HE, C 
A, ME... CB, U Te JURA EL.) E, = bn E uM E, 等 重复 这 一 过 程 ， 
可 得 序列 

Eo 一 Tos £o, Er a Se Ee) =H Zz 
使 得 对 = 1,2,--,4,48 

(DE C H,z € T,,,E, f| Ej, = ixl 
WES) X, Eos Eyota. te ES ,Xxo) 是 一 个 长 为 &+ 1 的 奇 圈 , 并 且 对 每 个 i 
21,4] E, n E, | = 1, 

需 由 反 证 法 的 假设 , 超 图 厅 ” = (Eo ,EE,,… E) 存在 一 个 顶点 y, 它 的 度 大 于 
2。 不 妨 设 

yEE,NE, NE, O<p<qg< rk, Er- pikSlf/h) 
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首先 证 明 y A zi1 ,T6412 ，… ,zo 事实 上 ,车 7 为 偶数 , 则 由 P, I.E, C A.B 
(D PY Py Po x3. SEB, PR y RF 2 tas 2,6 
E y = r,s 为 偶数 , 且 户 +1 委 5<r, 则 由 >- 户 的 最 小 性, 圈 (z, Eres 
r,,E,,x,) 是 最 大 度 为 2 的 奇 图 , 故 它 为 B- 圈 , 这 与 反 证 法 的 假设 蔬 盾 。 若 = 
zr, ; 则 由 (1) 及 7 一 上 的 最 小 性 有 + = q+ 1, 因 此 4g 为 奇数 。 另 一 方面 ,车 p 为 偶数 ， 
RE, C A, 且 不 含 属于 了 B, 的 xz, 3X5 y € E, NE, NE TROP JB FE p HR, 
BOB , Eps tyes Epes slg Ep) 是 一 个 BFE 

显然 ,p Sq IBS EE EESTI (y, E, rua Epis eyo ES y) Æ B 
B8 , FE ZEUG, Ar BARRE SIE p 为 偶数 ,9 为 奇数 ,r 为 偶数 ， 
JJ E, C A, E, C BE, C A, BT E, (1 B C B, RIIA E, NE, C ASI 
HE, N E, C BAKA E, (1 E, (1 E, = OQ, 

因此 T, S E, - T, 不 相交 。 由 此 证 明了 性 质 P,LP'LLP, 对 一 切 k 成 立 。 

现在 已 定义 了 一 系列 关于 超 图 H ZARA B), (A,B) RA HRA 
的 单 色 边 秘 超 图 H, 所 ,…, 且 这 些 超 图 两 两 不 交 。 由 于 H 的 边 数 有 限 , 故 存在 ,使 
H, = Ø ERER, CA, BL) Æ HH 2- 着 色 , 这 与 X(F) > 298798. 

推论 1 超 图 五 的 秩 小 于 等 于 3 但 不 是 2- 可 着 色 的 , 则 存在 一 个 B- 圈 , 使 得 
图 中 非 相 邻 的 边 不 相交 。 | 

证 RE HHEH) Z3, r(H) 魏 3。 假 说 互 为 如 下 极 超 图 ,对 五 中 任 
意 的 边 EA Y(H - E) = 2。 由 定理 1 可知, 存在 一 个 B- lr, Er, Erpe 
E, 2, ,不 妨 设 长 度 & 是 最 小 的 。 若 对 某 一 整数 | (OL <k-1), AE NEF 
OQ. y € E, NF AT B- 轿 的 最 大 度数 为 2, 故 y 异 于 顶点 x ,x ino X 
r(H) S3,BUB E, = lyn ol ME, = fyz ,ziv1。 于 其 下 面 两 个 团 (y,E,， 
ran E y) Ml Ey Estat Ena) 之 一 是 奇 图 , 由 于 E, N E, = 
ty | BOX ae B- M, RS à BENET B. 3 

推论 2 ” 超 图 互 不 是 2- TEE, WHE-*+RAR AIS, AE RE 
相 邻 的 边 是 不 相交 的 。 

EHER EAP, RRA RAEN AAA” ERB- 圈 ", 即 可 证 明 这 一 
结论 。 

从 这 些 结果 我 们 可 期 望 2- 部 图 所 具有 的 某 些 性 质 ,在 不 含 最 大 度 为 2 的 奇 图 
的 赵 图 中 也 是 具有 的 。 但 这 样 的 超 图 可 能 具有 Helly 性 质 ,也 可 能 不 具有 , 见 图 2 和 
图 3。 

从 下 面 的 一 些 结果 ,可 获得 有 关 无 奇 圈 超 图 的 特征 。 

定理 2 GdBEDHH-(ESEQ,CIEJASSBUBQOGUMGTEIH = (F^, 
Eh, E p hA ES CE, (i = 1,2,,m) 是 2- 可 着 色 的 。 
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证 X HORAE, HEB Ay (A) « 2。 超 图 H' 也 不 含 奇 图, 所 以 
X (T) 2. 
如 果 H'&5 i (x, „Eista, E2, E 2x) VUES EU EE APEZRM [ x; Xl. 


[zi ,zi ] 所 导出 的 超 图 HH 就 有 x(H ) 22 37 JR. 


Uz2,T-À 


T 8d TEM 2 85 PRSE P 不 会 最 大 度 为 2 HAARE 
(具有 Helly E) 《不 具有 Helly 性 质 ) 
图 2 3 


Commoner [1973] Fi 4& f f 3iL zx Br SE T Jo 5 BH RU 3X 26 X8 Flo Yannakakis 
[1985] *&th T — 1 Z 3x9 8-3, FLORE 9] — 1 ER EL JI RA BRL 

定理 3 超 图 五 — (EE, 0.E,) 是 无 图 的 充 要 条 件 是 :对 11,2， ml 
的 每 个 非 空子 集 ,有 

(1) | YE, | > MCE L-1) 

1 jEJ 
证 1. 车 H $a, ,El ,ay E, E, ,21), ® K = 11,2,°°.2), A 
i UE, | = |Y (E, 一 la Dls MIE, 一 lali 2 (一 1 
d JEK i€K JEK 
这 与 (1) 矛盾 。 

2.5 HRAM, 则 部 分 超 图 H = (Ej € J) ERAN. $ UE, = 
Ili € [1 ,构造 顶点 集 为 TU 的 2- 部 图 G。i E 了 和 j; € 相 邻 当 且 仅 当 x; 
E; 0 

由 于 GABE.A m(G) < n(G)C Graphs, 4% 2%). FH, 

Ela m(G) < n(G) = | UE; k+ [J] 
因此 (1) 式 成 立 。 

注 ”如 果 五 是 -一 致 的 , 则 互 无 图 的 充 要 条 件 是 ;对 |1,2,…,m | 的 每 个 非 
STR IA 

IUE | > (k -DIJI 
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这 一 结果 可 推广 为 下 面 形式 : 
推广 (Las Vergnas [1970]) H = (E,,E;,",E, ) € — REB, 2 2 2 是 整 
数 , 则 存在 无 图 &- 一 致 超 图 五 = (E, E,” En BAE; CE, Gi = 1,2, 
eum) 的 充 概 条件 是 ;对 每 个 非 空 子 集 J 性 11.2, mbH 
| UE I» Ce - DI 
在 无 图 超 图 类 和 无 B- 阐 超 图 类 之 间 还 存在 许多 超 图 类 ,各 自 都 有 有 理论 意义 
的 特性 且 涉 及 一 些 组 合 应 用 。 在 本 章 ,将 讨论 图 4 所 示 的 各 类 超 图 。 


图 4 ” 树 和 2. 部 国 在 超 图 中 的 推广 的 主要 超 图 类 间 的 关系 图 


2 RER 


EEA = (a, )} 称 为 是 全 单 模 的 ,如 果 A 的 每 个 子 方 阵 的 行列 式 值 为 0, + 1 或 
~ 1 一 个 超 图 称 为 是 单 模 的 ,如 果 它 的 关联 矩阵 是 全 单 模 的 。 

从 定义 立即 可 得 : 单 模 超 图 的 对 侦 超 图 、 子 超 图 和 部 分 超 图 都 是 单 模 的 。 

单 模 超 图 的 一 个 组 合 性 质 揭 示 了 "均匀 着 色 ” 的 概念 。 

定理 4 XX 上 的 超 图 玉 是 单 模 的 充 要 条 件 是 ;对 每 个 S C X TRE Hs 有 一 
个 均匀 2- 着 色 。 也 就 是 存在 S 的 二 分 划 (S,S:) ,使 对 Hs 的 每 条 边 巨 满足 
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Hle ENSIS La (i = 1,2) 
证 nx m SGA = (a;) 是 侈 单 模 的 。 由 于 4 中 每 一 个 元 素 的 值 是 A 的 
一 阶 子 矩 阵 的 行列 式 值 , 故 a =0,+1 或 -1。 此 外 ,Ghouila-Houri [1962] EB] T : 
A 是 全 单 模 的 充 要 条 件 是 :对 11,2,… ,m1 的 每 个 非 空子 集 1 ,了 可 分 划 为 两 个 不 相 
交 的 子 集 I, 和 D, ,使 得 
p» - 272, |«1 (Qj m) 


E ARE—T^BEBXIEME MS, = Iz lie LMS, = ix li € L1 H 
的 一 个 均匀 2- HH . 

例 1 多 重 2- 部 图 ,G 是 一 个 多 重 2- 部 图 , 则 G 的 任 一 个 子 图 也 是 多 重 2- 部 
图 ,因此 是 2- 可 着 色 。 所 以 G 是 单 模 的 。 

例 2 ”区间 超 图 , 厅 定 义 为 顶点 集 在 一 条 线 上 的 区 间 秘 , 则 对 每 个 A CC 站, 子 
超 图 H, 仍 是 区 间 超 图 。 在 Hs 中 ,从 左 到 右 用 红 、 蓝 两 色 连 续 交 蔡 地 给 顶点 着 色 ， 
可 得 H, 的 均匀 2- 着 色 。 因 此 五 是 单 模 的 。 

例 3 定向 树 中 的 路 的 超 图 。 设 人 是 以 X 为 顶点 的 集合 , 它 的 每 条 边 有 唯一 的 
一 个 定向 的 树 。 令 H EAX 为 顶点 集 , 以 个 中 的 有 向 路 为 边 的 趣 图 。 则 如 图 5 中 那 
样 对 人 进行 2- 着 色 就 给 出 了 五 的 一 个 均匀 2- SA BEN PRAWN A ,考虑 如 
图 6 中 那样 的 树 T ,对 T' 的 每 个 2- 着 色 导 出 Heia 的 一 个 均匀 2- 着 色 。 故 H 
的 每 个 子 超 图 也 是 均匀 2- 着 色 的 。 


例 4， 树 的 弧 上 的 超 图 。 设 T, 是 以 X 为 顶点 的 集合 , 它 的 每 条 边 有 唯一 定向 
的 树 。 用 UR T, 的 弧 集 。 令 Ha 是 以 [7 为 顶点 集 , 以 T 的 有 向 路 的 弧 集 为 边 的 
超 图 ,可 以 用 两 种 颜色 + 和 — 给 Tu 的 弧 着 色 , 使 有 向 路 上 相 邻 弧 的 颜色 相 异 ( 见 
图 7)。 于 是 给 出 了 FH 的 一 个 均匀 2- 着 色 。 若 除去 UU 的 一 条 弧 刀 ,考虑 树 To LE 
8), T', 的 2- FERFE T Huia 的 一 个 均匀 2- 着 色 。 

定理 5 每 个 无 奇 图 的 超 图 是 单 模 的 。 

证 “由 于 无 奇 图 超 图 的 子 超 图 不 含 奇 圈 , 因 此 只 需 证 明 无 奇 圈 超 图 是 均匀 2- 
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着 色 的 即 可 。 
Xp ism.9rn-i|E | so 定义 一 个 映射 
11,2, b> X 
B E = ty, Ox Qr (7) AIR 
5 = aD Dall] aea) 
这 些 多 I ERE AEG 。 并 假设 所 选取 的 y( 相 应 地 对 于 把 ) 使 G 中 的 最 小 奇 图 的 长 
度 尽 可 能 地 小 。 若 G 有 奇 图 ,考虑 G 的 一 个 最 小 奇闻 ji = [ai ,ai ,ai ] ,下面 证 
Aye 中 没有 两 条 边 取 自 同一 个 分 ,事实 上 ,车 有 [a,,a,i1j€ v; Mlasan le F, 
t£ 5, 中 用 [a, asa Mla a. ] 代 替 原 来 两 条 边 , 得 到 图 G^, GA 中 有 一 个 比 p 更 
INE REB a asma enn oa, RL daaa 2, Qa ]o 这 与 G MERI 
盾 。 然 而 若 的 边 分 别 在 不 同 的 玫 中 , 则 由 jy 可 诱导 出 H 的 一 个 奇 团 , 这 又 与 超 图 
如 无 奇 圈 相 矛盾 。 故 这 样 的 奇 图 y 是 不 存在 的 。 
由 于 图 G 无 奇 图 ,存在 2- BA(S,,S,) ,这 个 2- 着 色 就 是 采 的 一 个 均匀 2- 着 
色 。 
定理 6(de Werra [1971]) “对 每 个 大 22 2, 单 模 超 图 H 存在 均匀 大 着 色 。 
Hk = 2 时 ,由 定理 4, 结 论 成 立 ,对 > 2, 把 日 的 顶点 分 划 为 上 个 类 
(S,,S,,, S) in Ek ME EH, S 
e (E) = |S,  E|- IS NE| 
e(E) = maxe, (E) 
显然 e(E) SO XE E € 万 , 均 有 (E) < 1,05, S, S) BA 
的 一 个 均匀 大 着 色 , 反 之 亦 真 。 现 设 存 在 Eo € 日 使 e(Eo) 222,3: poa ch A 
£y (Eq) 一 e( Ex) 
则 
WISN El S; N Ecl |S, N El (iz p,q) 
由 集合 S, U S, SILH-PRSELH' 有 一 均匀 2- 38 (8,,50,9 S, = S GF 
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pag) WA k- 23 (S,,9, 5, ,) 所 对 应 的 系数 ^; 满足 :对 每 个 EE € H, 
e'a CE) < 1M Sh XE i Hj E p,q， 
€, (E) = e, CE) 

而 当 ; 尖 pig 时 ,由 (1) 不 可 能 有 e, (E) = e(E), RAE e, CE) = e( Ey) R 
e CE) = e(Ep)o 

现 考 察 满足 e (E) = e(Es) HITAC, s, E) 的 数目 ,每 进行 一 次 至 少 减少 
1。 经 过 有 限 次 的 这 种 变换 , 最 后 总 可 得 到 一 个 k- 分 划 , 使 得 每 条 边 E E 日 ,有 
(H) x 1。 这 个 DURE H 的 一 个 均匀 及 BE. 

推论 1 GHETEA, k = s( 吾 ), 则 存在 X 的 一 个 &- HRT, Ta, 
…, TT) , 它 的 每 个 (1 tic) 是 电 的 横贯 集 , 且 满 足 对 每 条 边 玉 有 


w [irj]«inzi|is| G= 128) 


事实 上 ,FH 具有 满足 (1) 式 的 均匀 k- BAT. Ti The = SD 
T, 是 五 的 横贯 。 l 

推论 2 设 玉 是 一 个 单 模 超 图 ,& II H JARAH = H+H, + 十 
H, ,使 得 对 H 的 每 个 顶点 工 ,满足 


[Hana] a (CO & fidu) | G 12,6 


事实 上 ,五 的 对 偶 超 图 互 ” 也 是 单 模 的 ,将 定理 6 应 用 于 H Mi, 

推论 3 每 个 单 模 超 图 其 有 边 着 色 人 性 质 。 

事实 上 ,在 推论 2 中 取 = ACG) 即 可 。 

由 下 面 的 结果 引起 人 们 对 全 单 模 矩 阵 的 关注 。 

Æ 7(Hoffman, Kruskal [1956]) A J&— n x m 矩阵 ,下 述 各 命题 相互 等 


(i ) A 是 全 单 模 的 ; 
Cli ) 对 每 个 ce € z,o 匹配 多 面体 : 
Q(c) = lyly € R",y z0,Ay cl 
FUR SER IB ex s 
(Hi) HS b, cC 2 Epqcz, 
Q(b,c,p.q) = tyly CR", BS Ay Scip yai 
ESRKAABRAA. 
证 (i>i) HE AWK Q(e) 的 极 值 点 是 形 为 < a',y > = ci 的 平面 
的 交点 。 由 于 as ,ci 均 为 整数 ,及 A 是 全 单 模 矩 阵 , 故 由 Cramer 的 法 则 知 , 点 ?的 坐 
标 均 为 整数 值 。 | 
Ci) =>( 1)。 设 B EER, L) 中 的 一 个 n Mit TER. 
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:1 0 
(A,B) = ^| ^. | 
:0 1 


Syer Biy-B'u 之 0, 这 里 wi 是 Z' 中 第 i 个 坐标 为 1 其余 坐标 为 0 的 单位 
RAIER z = y+ Ba 满足 B = By + ui CZ Am z 确定 O(c) 的 极 值 点 
的 非 零 分 量 , 这 里 c = By ru FRA) 2€ ZAR B'u-z:-yCcz-l, 
2,…,n) ,因此 B"' 的 元 索 均 为 整数 ,所 以 detB 和 detB- 均 为 整数 ,又 因 detB * de^" 
= detl, = 1, 所 以 detB =+1。 这 就 证 明了 A 是 全 单 模 的 (上 述 简单 证 明 由 Viennot 和 

Dantzig [1968] 给 出 )。 

Cil ) Cil ) A 是 全 单 模 的 等 价 于 下 面 矩 阵 

A 

-A 

L, 

EN F, 


是 全 单 模 的 。 取 
€ — (eise ses 9 
MA Re WAC I) ACI). 

上 述 结果 蕴含 了 用 禁用 结构 来 刻画 单 模 和 矩阵 的 特征 , 例如 , 前 面 指出 的 
Ghouila-Houri (1962] 的 结果 或 Camion [1965] 的 结果 等 ,读者 可 参看 Padberg 
[1988] 的 综述 。 

考虑 超 图 H RRA = (a)n RASH SH) oP e = (suns, 
c,) EN。 一 个 c- 匹配 是 多 面体 

Q(c) = lyly € R^, y Z0,Ay & cl 
中 的 一 个 整 和 拓 量 yo 对 c = 1, Qc) 中 整 点 的 坐标 只 能 取 0 或 1, 故 1- 匹配 就 是 通 


常 的 一 个 匹配 。 若 赋予 每 条 边 E 一 个 整数 d, 六 0, 并 称 d, WWE, 的 权 , 则 dy, 
称 为 c- Ry 的 权 和 。 我 们 考虑 使 权 和 达到 最 大 的 e 匹配 , 记 为 
E (d, y) = maxl(d, y)l y € Qe) MN”! 
特别 地 ， 4 = 1, 中 = 工时 ,有 N 《dy》 = vH) 
MTKE d CN" , 令 多 面体 
P(d) = «lr € R.(£20,AT tl 
PERE: = Quest ) 称 为 Hite OR DRE HOGA 赋予 -个 
整 费用 :< 之 0。 FAN EA BORED cz TT TS d- 横贯 , 记 为 


dü "IT t) = minl(e, AP € P(d) AN") 
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特别 地 ,N ma 0,0 = rt(H)。 


应 用 定理 7, 可 获得 以 下 结论 ; 
推论 1 Hn BG m 条 边 的 单 模 超 图 , 则 对 c CN Hid € N" ,有 
N owe dy) - CL 
iE XH RGB, y € Ql), (d.y) EBA yo 处 达到 最 大 ;而 对 上 € 
Ptd),《e,t) 在 整 点 to 处 达到 最 小 。 根 据 线性 规划 的 对 偶 定 理 , 有 
(qd,y) = (eit) 
这 就 是 推论 1 的 等 式 。 
推论 2 日 是 秩 为 r 的 单 模 超 图 , 则 HAr- 强 着 色 。 
证 设 4=(o)} 是 互 的 关联 矩阵 ,其 行 对 应 顶点 , 列 对 应 边 。 令 n SERICO, 
D- Ri: 是 集合 S CX 的 特征 矢量 , 则 | SA E |= (z.a). 
FETE S 满足 对 每 条 边 巨 &IsnE|Ix1 mWUu|E]|- > 时 有 
ISN EE| = 1 的 充 要 条 件 是 :下 面 不 等 式 组 
0xzxl 
0x;(z,aj xl (& E; € H) 
{za)=1  GEE;CH,B|Ej- >) 


有 整 解 由 于 矢量 z = (LA, DO 满足 所 有 不 等 式 , 故 存在 整数 解 ze, 它 为 着 1 


色 的 顶点 集合 S 的 特征 矢量 。 对 秩 为 > -1 的 单 模 超 图 H, s 重复 这 一 过 程 ,定义 出 
着 2 色 的 集合 S'。 继 续 这 一 过 程 。 当 得 到 一 个 秩 为 1 的 超 图 时 ,我们 就 给 出 了 r- 强 
着 色 (S,S',…)。 

注 “检验 一 个 矩阵 是 否 为 全 单 模 的 多 项 式 算 法 和 它 的 扩展 算法 是 分 别 由 
Seymour [1980] 和 Bixby, Truemper, Tamir 等 给 出 的 。 事 实 上 ,检验 一 个 矩阵 A 是 
否 为 全 单 寞 的 等 价 于 检验 相关 联 的 拟 阵 M CA ) 是 否 为 正则 的 (扩展 算法 可 参见 
Bixby[1982])。 在 单 模 超 图 某 些 特 殊 类 中 寻找 最 大 匹配 有 一 个 好 算法 , 参看 
Conforti, Cornuéjols [1987 ]。 


3 平衡 超 图 


SHA HI 的 每 一 个 奇 圈 中 存在 一 条 边 含 该 圈 上 的 三 全 顶点 , 则 互 称 为 是 平衡 
HEHE 日 的 每 个 长 度 至 少 是 3 的 圈 中 存在 一 条 边 含 该 图 上 三 个 顶点 , 则 称 H 
为 完全 平衡 的 。 

换 句 话说 ,所 是 平衡 的 充 要 条 件 是 : 末 的 关联 阜 阵 A "FANE ALB, HT, 
其 中 &( 之 3) 是 奇数 。 
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ft 0 0 0 0 1 
1 1 0 0 0 0 
0 1 1 0 0 O0 
B, = E : : : 
0 0 0 0 1 0 
LO 0 0 O -= 1 1 


AH. H 是 完全 平衡 超 图 当 且 仅 当 A 不 会 形 如 Bt 之 3) 的 子 矩 阵 。 
一 个 完全 平衡 超 图 必定 是 平衡 的 ,通过 考察 每 个 图 , 易 证 图 9 和 图 10 所 示 的 
超 图 都 是 平衡 的 。 


b c 


= ue 
x LA 


f - * 
图 9 FHEARR) 图 10 平衡 超 图 { 非 单 模 的 } 


Emi 完全 平衡 超 图 (平衡 超 图 ) 的 每 个 部 分 子 超 图 是 完全 平衡 的 (平衡 
的 )。 

事实 上 ,如 果 A 是 五 的 关联 矩阵 , 则 互 的 部 分 超 图 的 关联 矩阵 A“ BA 的 子 矩 
阵 。 因 此 如 果 B, CC A', 则 必定 有 B, C A。 

TERR 2 完全 平衡 超 图 (平衡 超 图 ) 的 对 偶 是 完全 平衡 (平衡 ) 的 。 

事实 上 VÉ A J&H BOXER RE M A 的 转 填 矩阵 4A- 就 是 对 偶 超 图 五 ”的 关联 
和 矩阵。 因此 如 果 B, C AT, B, = (BY C A. 

例 1 单 模 超 图 ,下 面 将 证 明 每 个 单 模 超 图 是 平衡 的 。 设 人 是 单 模 超 图 但 不 是 
平衡 的 , 则 H 的 关联 矩阵 A v — 71 T BE B, BRR SI RAR ABU B, WK 
联 和 矩阵 的 超 图 是 一 个 奇 图 C, , C, 不 存在 均匀 2- 着色, 由 定理 4,C 不 是 单 模 的 , 故 
B, 不 是 全 单 模 的 。 因 此 H 也 不 是 单 模 的 , 序 盾 。 . 

显然 其 逆 未 必 成 立 * 图 10 所 示 的 想 图 是 平衡 的 ,但 不 存在 均匀 2- 着 色 。 因 此 
该 超 图 不 是 单 模 的 。 

Berge([1969],[1972]) 为 了 将 完全 单 模 矩 阵 的 一 些 性 质 推广 ,引进 了 上 述 平 
衡 超 图 概念 。 

£42 强 单 模 超 图 。 另 一 类 平衡 超 图 由 Gramar, Hammer 和 Ibaraki[ 1986 ] 给 
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出 , 称 为 强 单 模 超 图 : 它 是 一 个 平衡 起 图 且 没 有 这 样 的 奇 圈 , 它 仅 含 的 一 条 边 恰 含 
该 是 上 的 三 个 顶点 ,而 其 余 的 边 恰 含 该 图 上 的 两 个 顶点 。 例 如 ,图 9 所 示 的 超 图 中 , 
含有 长 度 分 别 为 和 7 的 奇 圈 , 易 见 是 强 单 模 的 。 换 名 话说, 妃 BRP SAR 
当 对 每 个 奇数 &, 它 的 关联 撼 阵 不 以 B, KATHE, ,也 没有 以 B, 作为 其 子 矩阵 ， 
这 里 B^, 是 将 Bi 中 的 一 个 0 改 为 所 得 到 的 矩阵 。 结 合 前 面 的 一 些 结果 , 易 见 若 H 
是 强 单 模 的 , 则 它 的 对 偶 及 部 分 子 超 图 也 是 强 单 模 的 。 

作者 进一步 证 明了 在 强 平 衡 超 图 H 中 存在 一 个 非 空 集 SC X,S 与 日 中 每 条 
非 环 边 的 交 顶 点 个 数 为 0 或 2 在 图 9 中 ,S = la,5,c,d1| 就 是 这 样 的 一 个 子 集 。 下 
面 将 证 明 互 是 单 模 的 :考虑 上 述 的 一 个 子 集 S, A Hys 仍 是 强 单 模 的 。 考 虑 相应 
的 子 集 S: ;同样 在 Hx_s _s, 中 又 有 一 个 相应 的 S. 等 等 .每 个 子 超 图 HS, 是 二 部 多 
EA , 故 有 一 个 均匀 2- 着 色 , 设 为 红 与 蓝 两 色 。 当 五 中 所 有 的 顶点 被 着 色 时 , 蓝 色 
点 集 与 红色 点 集 构成 本 的 均匀 2- 着 色 。 则 由 定理 4, 互 是 单 模 的 。 

例 3 BAA. To 是 以 X = | zz zs| 为 顶点 集 的 树 。p[ zi rj ] 表 示 
To PU z, 与 为 端点 的 唯一 的 路 ,dz g) 表示 r Sz ZAHER, 即 
ula, ,之 ] 的 长 度 。 对 每 个 p 20,886 

T= tale € X,d(x,a) & pl 

BAU 为 半径 、 以 a Ao BRM. BME H = (Ti Tire, T, ) 是 一 个 超 图 , 称 
为 邻 域 超 图 。 下 面 证 明 HESS 

反 证 法 。 若 存在 一 个 圈 , 设 为 

o 一 《721 了 zy 

其 中 ,T; = |z] € X,d(x.a SaR Ez Gm iit. 

AFT Q Ta 0,8 


d(ai,x;) S p, d(aj. xi) S pii 
故 
día; int) & pj + Bia 
易 知 ,在 树 Te 中 ,至 少 存在 三 条 交 非 空 的 路 wu fa ,ea ]。 不 妨 设 
y € playa sla, aa ll ula ios] 
ER 


d(y,xi) Z dyre) Zi d(y,x) 
由 于 y € glana], 则 yE plaiz 1 或 yE ulxi,az]o 不 妨 设 y € 
plal], F&A 
0x ei -dlar 1) = £i - d(a,,y) - d(y,x) 
Sr - d(ai,y) - d(y,z,) 
& oi — d(a,,z,) 
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因此 xz, € T. HE z, € Ti。 于 是 T 含有 o 中 的 至 少 三 个 顶点 ,矛盾 。 
例 4(Tamir [1985]) THX = [zr er] LNRM. SCX,A 
IS| =&。 考 起 例 3 的 一 般 情 形 ,对 每 个 顶点 z CX M2 DS 中 的 不 同 顶 点 的 距离 
序列 
0-2 dps dis ds d, 
考虑 由 jslcE S,.dix,s)sdilU irl ET PERHRDFAT, fs ex 
pdi-, S p S d; iC 
E(r,i,p)- {y | y & T; PIE dx y) x o 的 也 点 | 
Tamir [1985] EH T dE (E(x,2,p)| x, i, p) 是 完全 平衡 的 。 
ME S= X, RARER 3 中 的 邻 域 超 图 。 如 果 S = Ix ,这 个 超 图 就 是 
以 x, 为 根 的 树 形 图 的 路 超 图 。 
Hs 两 个 完全 平衡 超 图 的 合成 (Lubiw [1985]) H = (E,,E;,,…,E,) 和 
H’ = (Fi FF) 都 是 X 上 的 超 图 ,合成 超 图 Hy BUS fon fa | 为 项 点 
SOx H BHAR, EKAA E = (AIF, D E, x O LiB PL uo T BBE HT 
上 的 超 图 Hy, ,进一步 假设 每 个 下 , SP — E, 相交 ,每 个 E, 至少 与 一 个 下 TB 
Bo 
例如 ,考虑 图 11 中 树 形 图 T 的 两 个 子 超 图 再 = (EE, E, E.) MH = 
(F, Fa, Fa, Fa) W) Hgy AB 12 所 示 。 


£F 


E;-F, E47 F3 Ea= Fa 


图 11 i 图 12 

Lubiw [1985] 证 明了 如 果 互 和 HH’ 都 是 完全 平衡 的 , 则 它们 的 合成 超 图 Hy 也 
是 完全 平衡 的 。 

注 MAURRAS RAH 都 是 单 模 的 ,图 12 的 FHir 却 不 是 单 模 
的 。 

这 个 定理 推广 了 下 列 结果 :Frank [1977] UE BR T SUR HAH 都 是 树 形 图 的 路 
超 图 , 则 Hr 是 完全 平衡 的 ,Tamir [1983] 进一步 证 明了 如 果 AH 都 是 邻 域 超 
图 , 则 Hr 是 完全 平衡 的 。 

定理 8 ”一 个 超 图 是 平衡 的 充 要 条 件 是 : 它 的 每 个 诱导 子 超 图 是 2- 可 着 色 的 。 

证 ”1. 为 了 证 明 这 个 条 件 是 必要 的 ,只 需 证 明 任意 平衡 超 图 是 2- 可 着 色 的。 

反 证 法 。 设 H &— IT y (H) 之 3、 阶 数 最 小 的 平衡 超 图 由 五 的 最 小 性 ,对 每 个 
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顶点 zo, 由 义 一 xo1 诱 导出 的 子 超 图 有 一 个 2- BACS, So) AEF HFE- 
可 着 色 的 , 这 蕴含 着 及 中 有 两 条 基数 为 2 的 边 与 r KK, 设 为 [zo,y] 和 
[roy LEAP y Siy E So 于 是 天 中 基数 为 2 的 那些 边 的 全 体 构 成 一 个 图 
G, HHB x € X, dolz) Zz2.H T G 是 平衡 超 图 ,因而 G 是 2- 部 图 。 令 GG| 为 
的 一 个 连通 分 支 ,由 上 可 知 ,Gi 至 少 有 3 个 顶点 。 设 ri AG, 中 的 一 个 非 割 点 。 
由 X -zi 诱导 的 万 的 子 超 图 有 一 个 2- 着 色 (S ,SS ) WTS x, 一 个 使 G 中 
没有 单 色 边 的 着 色 。, 因 此 , 玉 中 至 少 有 两 个 顶点 的 每 条 边 均 含有 两 种 颜色 。 这 与 
y H0 A2 FB. 

利用 定理 1 ,也 能 证 得 H 4 2- 可 着 色 的 。 

2. PRAWNS ACK TEA H, 是 2- 可 着 色 , 则 万 是 平衡 的 。 不 然 , 存 
在 一 个 奇 图 Ca, E La; Er, taun Enna), KP BUS LR RM E89 — 1 D 
BWA = laa... ana 1 的 诱导 子 超 图 H CaA MC 31, 5E H, 是 非 2- 
可 着 色 的 ,矛盾 。 

推论 ” 秩 不 超过 3 的 超 图 五 是 单 模 的 充 要 条 件 是 ,五 是 平衡 的 。 

WE ” 设 二 是 秩 不 超过 3 的 平衡 超 图 , 则 存在 玉 的 2- 着 色 , 并 且 这 个 2- 着 色 必 
定 是 均匀 的 ,上 述 结 果 同 样 适合 于 H 的 每 个 子 超 图 。 因 此 由 定理 4, 日 是 单 模 的 。 

定理 9 HEY OBE WHET k SLHABe BE. 

iE HX Ei—T Bra Flu = 2 时 ,由 定理 8, 结 论 成 立 , 当 上 >>2 时 ， 
考虑 区 的 上 分 划 (S ,S,,…,S;)。 对 每 个 下 EE 万 ,用 有 (FE) 表示 在 上 述 分 划 下 下 
rui SU ER OS Ri EC HEERE) = minl| El kt, ER &- 分 划 就 
是 互 的 一 个 好 和 着 色 。 若 存在 一 条 边 E, A BR(ES) < minl | Eo| ,&l BF RES) 
< | Eo| ,存在 一 个 下 标 p 满足 | S, N E] 2, X BUF RE) <k EET qM 
g|S, N Eo| = 0。 由 性 质 1, 由 SS,U S, 诱导 的 子 超 图 是 平衡 的 ,因此 存在 一 个 2- 
着 色 (5,,5,)。o 令 5; = S, (i p,q), RH (S,,S,,-,S,) de X MTR 分 划 。 
对 应 的 颜色 数 有 (EE) 满足 

R(E) R(E) (ECH) 
R(Ey) = R(E,) +1 

ERR 分 划 的 变换 导致 [min] |E| ,&)~ &(E) ] 至 少 减 少 了 1。 重 复 这 一 过 程 ， 


则 能 得 到 H 的 一 个 好 志 着 色 。 

推论 1 平衡 超 图 具有 边 着 色 性 质 。 

事实 上 ,平衡 超 图 HAMA BEES r(H') = A = A(H) CERO 
中 , 令 = A 就 可 得 日 的 一 个 强 A- 边 着 色 。 因 此 g(H) = ACH). 

将 这 结果 应 用 到 多 重 2- HAC Graphs, 第 12 章 ,定理 2) ,就 得 到 关于 边 着 色 
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的 König 定理 。 

推论 2 平衡 超 图 HAE = minlE| 个 两 两 不 交 的 横 货 集 。 

只 需 在 定理 9 PRE = minl E | 即 可 。 

将 定理 9 应 用 到 2- 部 图 的 对 偶 图 中 ,就 给 出 了 Gupta 的 定理 [1978] 。 

推论 3(Las Vergnas) WER H = (E, E3, En): 

ky = |min HI YSI] O71C 12m] 
WAGA k < ki HA-THE 着 色 。 
事实 上 ,对 每 个 了 天 O0. ki 的 定义 ,有 
IIG.-D0« YE | 

4 b« ky, b MEERA RARR RE, PEMD i E'; CE, 
HEA &- 一 臻 超 图 HH = (ELE UO, E n) MMH 是 完全 平衡 超 图 ,由 定理 9， 
H 有 一 个 好 玉 着 色 , 当 然 RARE 着 色 。 

定理 10(Berger, Las Vergnas [1970], 这 里 的 证 明 由 Lovász ij) MA H 
平衡 的 充 要 条 件 是 :每 个 部 分 子 超 图 具有 Konig 性 质 。 

WE 1. 充分 性 。 若 五 不 是 平衡 的 , 则 存在 一 个 译 较 C (x1 Eir E2, 
aE, zi) 而 该 圈 中 的 每 条 边 恰 含 该 加 上 的 2 个 项 点。 令 A = zz， 
则 H, 是 一 个 奇 回 , 它 不 具有 Konig 性 质 ,矛盾 。 

2. 必要 性 。 若 H 是 平衡 的 , 则 五 也 是 平衡 的 。 因 此 只 筑 证 明 平 衡 超 图 满足 
v(H) = r(H) 即 可 。 

令 r(H) - toH Rie (A) = t PMR Rea, 

假设 H 中 存在 两 条 边 E', ME, WEE, 1 jud 4 x; € E', NE, 
出 在 H -E 中 存在 一 个 横贯 T, ,以 及 在 
H E, 中 存在 一 个 横贯 T,, 均 有 T,|=: 
-1,|T; =t-lo 令 Q= TNT,,R,=T 
-Q (i = 1,22,8 一 RI U R; U {cot RF 
FR H's 是 平衡 的 ,因此 存在 一 个 2- 着 色 
(S,S;:)。 由 于 ,S| - 2 R,| +1, 故 这 两 个 色 
类 中 有 一 个 , 不 妨 设 为 S,, EIS 

R,| BRE’ 门 S 至 少 有 两 个 顶点 ,其 中 之 
一 是 ro MU E 与 S 相交 , 故 E' 与 SiU 图 13 
Q 相交。 类似 地 ,E’ H S. U Q 也 相交 {( 见 图 
13)。 
XL i31,2.H" 中 的 边 E'; 或 与 Q 相交 或 与 RR UR, 相交 至 少 有 2 个 顶点 , 且 
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此 时 五， 5S, 相交 。 因 此 ,SIUQ BH 的 横贯 。 这 蕴含 着 
«(HIS UQIIRII«IQI2 :-1 

这 与 (H) = : 的 假设 矛盾 。 于 是 证 明了 H POR BA 
v(H) > w(H') = (H) = :(H) > v(H) 

由 此 推 得 v(H) = c(H), 

推论 1 每 一 个 平 街 超 图 具有 Helly 性 质 并 且 是 保 形 的 。 

证 B HEYAH, S H CHEARR hF 开 是 平衡 的 ,由 定理 10， 
(H) = v(H') = 1 因此 对 五 "的 所 有 边 来 说 存在 一 个 公共 顶点 。 所 以 H ROS 
Helly 性 质 。 又 由 于 平衡 超 图 的 对 倡 超 图 H BH ARH’ 具有 Helly 性 质 ,从 而 
五 是 保 形 的 。 

推论 2 HEA m 条 边 个 顶点 的 超 图 , 则 五 是 平衡 的 充 要 条 件 是 :对 每 个 e 
€ l1, +oeo 上 和 deEN" ,有 | 

N ow dy) - N ma 0D 

证 1. 8H = (El,E,,… En) 是 使 定理 中 等 号 成 立 的 超 图 .考虑 部 分 超 图 

Ha HS 


c= (E r, € A) 
c 7*9 (Fx & A) 
dj =1 (E E, € H'a) 
d; — 0 GE E, & H'a) 


We = (circ se) Md = (d,,d2,°",.4,,),4 
VCH a) = N sw (do) = N cae (0,6) = eCa) 
因此 ,由 定理 10, H 是 平衡 的 。 
2,. 设 互 是 一 个 平 衔 超 图 。 我 们 只 需 证 明 对 每 个 @& € N" ,有 
N mw, P? = N gp o 
若 对 五 的 每 条 边 五 MTT BR a 之 0, 则 只 需 证 明 所 有 匹配 中 的 最 大 
权 等 于 所 有 d- 横贯 中 的 最 小 值 即 可 。 对 整数 1 > 0, 将 边 王 = izr) AH 
AK: X, = lrir REE 中 每 个 顶点 zi ,将 边 五 复制 为 4 条 新 边 FE' = 
[rim taal, E = 对 边 下 复制 0 
次 就 相当 于 在 H 中 将 边 忆 去 掉 。 
在 每 一 种 情况 下 ,所 得 超 图 是 平衡 的 .对 = (di,d;,…,d, ), 用 日 ' 表示 在 
H THÉ E, 复制 d, KE, 复制 da 次 ,… LE, RE d, 次 所 得 到 的 超 图 。 
则 易 知 有 
N V (d y) = 以 他) 


rea 
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N cas Uo = c(HU) 
由 于 HU! 是 平衡 超 图 ,由 定理 10, 故 上 述 两 个 系数 相等 。 推 论 成 立 。 
定理 11(Fulkerson, Hoffman, Oppenheim[1974]) H ##Am 9&3 n SHAH 
超 图 , 则 对 每 个 c C N" ,有 
Nan o) = N as Coe? 
证 ”假设 读者 了 解 线性 规划 理论 。 
1. 下 面 将 证 明 规划 : 
(1) min(c, t? 对 +t € P(1) 
有 整 解 。 
由 定理 10 的 推论 2, 多 面体 
Q = lylyECR",y >O0,Ay Sl! 
中 使 (a ,y) 达到 最 大 值 的 了 为 整 点 yo。 由 于 Ayo SEA ya 的 坐标 为 0 或 1。 
对 每 个 dEN”", 易 抑 仿 的 所 有 极 值 点 的 坐标 为 0,I( 见 本 章 后 面 $6 中 的 引 理 
1) FMR yly CR” Ay = 1 围 成 了 凸 多 面体 Q@, 多 面体 
Q = iyly € R",y z0,Ay = 1| 
的 极 值 点 的 坐标 是 0,1。 令 z 是 多 面体 
Iyly € R",y 20,Ay > 1} 
的 一 个 极 值 点 , 则 z 也 是 多 面体 
!yly € R",y Z0, Ay - 1! 
的 极 值 点 - 故 z 有 整 坐 标 。 将 这 结论 应 用 于 HBA ETF 五 ”也 是 平衡 的 , 则 
多 面体 
P(D = {tle R',?tzm9,ATEII 
的 极 值 点 有 整 坐 标 。 故 1. 成 立 。 
2. 下 面 将 证 明 规划 : 
(2) max(1, y) Xf V y € Qc) 
有 一 个 整 点 解 。 
下 面 对 >,c =A Am 进行 双重 归纳 ; 当 = 1 或 mx = 1 时 这 个 结论 是 显然 
的 。 
Bz = (ziza, Za) 是 (2) 的 一 个 分 数 解 ,车 = = 0, 将 A 中 第 j ARE 
掉 , 得 到 A 的 只 有 zm -1 列 的 子 和 矩阵 ,由 归纳 假设 知 ,相应 的 (2) 有 整 点 解 , 因 此 ,下 
面 对 每 个 ,可 假设 = > 0。 
Bil. KIBER, O, 2) = k 是 一 个 整数 , 设 和 矩阵 4 的 第 i 个 行 矢量 4 满足 
(z,a') € c; (xa ) 所 ci 一 1, 对 4 一 1 用 归纳 假设 ,(2) 有 整 点 解 z 满足 (1,z》 
= (1,2) = k: Ak, FENER, a) = ci 一 1+e, 其 中 0 < <<1,; 则 存在 一 个 
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矢量 z € Plesen 一 1,…,c,) Ezz, (z) = k- eJ a- ERI 
假设 ,存在 整 矢量 z 满足 
z 30, Az X (cya se 1,7, 6) Ke, (1,7) k-e 

因此 (1,z》= &, 结 论 成 立 。 

因此 ,下 面 假设 对 每 个 1 和 j n.a) = cf Mz, > 0。 根 据 线性 规划 的 互补 松 
弛 原理 ,对 偶 规划 

(3) min(c, x? Y x € P(1) 
的 每 个 最 优 解 二 满足 4TY = 1,x 20, (c, x)? = k AE, z 如 x 分别 是 以 下 互 为 对 
侦 规 划 ， 

(4) min(1,) Vy € lyly € R',y Z0,Ay Se} V 

(5) max(c, x) V x € txlx € R',x z0,A'x x 1l 
的 最 优 解 ,因此 《1,z》= (exc 

在 1. 中 已 知 ,存在 一 个 整 矢量 x, 使 z m0, Az m c. (0,2) = ko Az cM 
结论 成 立 , 因 此 假设 存在 一 个 i 所 n,《z,a'》> co 由 于 对 每 个 有 zi > 0, 故 存在 
0 € e < 之 1, 使 得 对 一 切 j} 有 % > (1 一)zjo 

4 

= 4[2-(1-6)z1 

Mj z = (1-e)z + ew,w 0,1, w) = k H Az = c MAZ Sc, HEH Aw xz ee 
此 外 ,由 于 存在 i Eza’ > c MA (Ow. a) < cj;o 于 是 w 是 (2) 的 一 个 解 , 且 
WET iS n wa) 六 ci 再 用 归纳 候 设 ,可 得 规划 (2) 有 一 个 整 点 解 w。 

由 (1)、(2) 及 线性 规划 理论 知 ,定理 成 立 。 

注 MM 由 定理 11 和 定理 10 的 推论 2, 有 很 多 的 c 和 4d 满足 : 

E (d,y) = c (e.t) 

但 对 于 平衡 起 图 来 说 ， 和 对 所 有 的 c Md 这 个 等 式 均 成 立 。 

作为 例子 ,考察 图 12 中 的 平衡 起 图 , 取 c = (3,2,2,2) Md = (2,1,1,1)。 矢 量 
t= ( 方 , 方 , 方 , 方 ) 是 它 的 一 个 分 数 d- 横贯 ,因为 它 满足 


了 


KEE, 


而 矢量 y = (F.5.555) REM TM c 匹配 ,因为 它 满 中 


Y Xj XS C, G = 1,2,3,4) 


D WMA yE Ae). 
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于 是 有 (d,y) = (e,t) = So ERA 


N m (ds) < $ < N aas et) 


JE Qe} 
故 最 大 - 最 小 等 式 不 成 立 。 

应 用 { 选 址 问题 } 全 是 X= 11,22, 2,| ER —-R ,我 们 可 以 把 项 点 r 
理解 为 能 把 商品 卖 到 所 有 满足 d(x ,2;) 记 pi 的 顶点 zx 处 的 销售 中 心 , 这 里 o; 是 一 
个 给 定 的 非 负 整数 。 此 外 ,对 每 个 六 ,作为 销售 中 心 有 一 个 年 度 维护 成 本 c o IRL 
是 选取 销售 中 心 集合 ,能 使 所 有 的 顾客 买 到 销售 中 心 的 商品 , 且 使 年 度 总 的 维护 成 
ARB. SH RV 

T, = Ixld(x.xi) S ol 
为 边 的 超 图 , 则 问题 是 求 H 89 8 PREFHLERETRE ADRS HT Pæ RIS 
横贯。 由 定理 11, 有 

N as Ly? = N nie, (Ct) 
因此 H WR) oe a ee UE, (7 = 1,2,…,m) 中 出 现 至 多 为 c; 次 的 这 
些 硕 点 乌 的 最 大 基数 。Tamir [1983], Kolen[1982] ,Farber[ 1984] , Lubiw[ 1985 ] 他 
们 都 给 出 了 确定 最 优选 址 的 多 项 式 算 法 。 

为 了 判别 超 图 是 否 为 完全 平衡 的 和 确定 最 优 的 d- 值 c 匹配 ,利用 之 维 矢 量 
空间 上 的 一 个 特殊 的 序 关 系 是 有 用 的 (Lubiw[1974])。 这 个 关系 称 为 逆 字 上 典 序 , 记 
为 < ,其 定义 为 

Cr ` ri.) < (si +57 1 
当 且 仅 当 其 最 大 下 标 上 使 得 ry Ay Bore ue 
引 理 1 在 一 个 (0,1)- 矩阵 中 , 它 的 行 和 列 矢量 能 同时 按 逆 字 典 序 排序 。 
证 OA = (aj) É n X m 的 (0,1)- 矩阵 。 考 虑 矢量 da = (d;,dy,… dpe), 


其 中 d, 一 Mass 
LEE 


车 有 两 个 下 标 ji ,js 满足 j < 六 ,但 对 应 的 两 个 列 矢量 w Ma, Ha, «a 
则 把 第 j 列 与 第 ja 列 互 换 得 到 矩阵 A^ 满足 d < dy 。 对 原来 的 矩阵 A 作 上 述 一 
系列 行 的 互 换 和 列 的 互 换 后 ,使 dí 在 递 字 典 序 下 最 大 ,最 后 所 得 的 矩阵 就 满足 引 
理 要 求 。 * 
3382 HERA = la) MAAR ERE LE A OER 
[a, f a,j 
ga er ^. 1 


i 1 
LG. aind 1 0 
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这 里 ii< inji <j. WER FI POR z,Qx, WWE, E, 出 现在 一 个 长 度 
至 少 是 3 的 圈 上 , 且 该 图 设 有 一 条 边 含 这 个 圈 上 的 3 个 顶点 。 

容易 通过 归纳 构造 在 给 定子 矩阵 下 的 一 个 非 平衡 图 。 

定理 12(Hoffman, Sakarovitch,Kolen[ 1985],Lubiw[1985]) 设 A= (a;) È 
超 图 HI 的 关联 矩阵 ,下 述 论断 等 价 : 

(i) BRA 的 行列 按 逆 字典 序 排序 后 不 含 上 述 子 和 矩阵 B; 

Cil) 存在 A 的 行列 的 一 个 排列 ,使 所 得 到 的 矩阵 不 含 上 述 子 矩 阵 B; 

(ii) HA H 是 完全 平衡 的 。 

证 OC i > Cit BR. 

(ii = 前) 事实 上 , 若 互 不 是 完全 平衡 的 , 则 存在 一 个 长 度 至 少 是 3 的 图 

(25, QE, T QE, USE, T ) 
Arp 9g vd VARIED E Ag 2 7 TUR, A 的 由 第 i TTS je 列 生成 
(T 48 EP , TERRAM Bn dup BE FE , RETI EP EC PRETI TUR IE to 那么 ,第 
一 行 元 素 为 1 的 两 列 分 别 为 第 7 7 G5 € 1) PERS j', 列 中 另 一 个 1 所 在 的 
行 一 起 构成 A WT TREE B, ix Cl ) A. 

(ili )7-72( i )。 由 引 理 2 可 得 结论 。 

注 1 RAC) 对 超 图 提供 了 一 个 是 否 为 完全 平衡 的 有 效 算法 
(Lubiw{ 1985 ] Hoffman, Sakarovitch, Kolen[1985]}。 这 个 算法 执行 起 来 比 先前 由 
Fagin[ 1983 ] , Farber[ 1983], Anstee 和 Farber[ 1984 ] 所 提供 的 多 项 式 算 法 更 好 。 最 
然 ,识别 问题 对 研究 数据 库 有 着 实际 的 意义 (Fagin[ 1983])。 

注 2 Hoffman, Sakarovitch 和 Kolen 称 一 个 (0,1)- PAH: £ E M E Ri 
Cii 他 们 证 明了 对 每 个 了 € N" 和 ec CN" 可 通过 贪 禁 算 法 得 到 最 大志 值 c 匹配 
的 充 要 条 件 是 :矩阵 A 是 贫 殖 的 ,因此 ,这 是 完全 平衡 第 阵 的 特征 性 质 。 此 外 ,4d C 
N",c ON" 时 ,他 们 指出 了 如 何 通 过 多 项 式 时 间 来 得 到 最 小 e- Ed- 横贯 。 

注 3 Farber[1982],Lehel[19841 独立 地 从 不 同方 向 得 到 了 图 论 与 完全 平衡 
超 图 之 间 的 关系 。 称 图 G 是 三 角 齐 分 的 :车 G 中 每 个 长 度 至 少 是 4 mAAR 2E CUL 
Graphs, 第 16 3€, $3)oG 的 “太阳 ”是 G 中 的 一 个 如 下 子 图 ; 它 由 集合 S = 
lanan ,dD1,b21"' ,bi 1 所 诱导 的 子 图 , XX EB R23 且 这 个 子 图 是 由 
ay $3, Gh 1 上 的 完全 图 和 图 ET 在 Ga bs, he ,dl 1 的 并 构成 。Farber iE HA 
了 关于 X 上 的 图 G ,下 列 各 条 件 等 价 ; 

(1) G 是 三 角 前 分 的 且 不 含 “ 太 阳 ”; 

(2) G HRBTA MFA By! U Tel y € To(z)) 在 包含 关系 下 
是 全 序 的 ; 

(3) 存在 顶点 集合 和 = {zx ,x2，,… ,| 的 一 个 标号 ,使 避 的 邻接 矩阵 不 合子 
和 矩阵 B; 
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(4) (1z1U Ts(z)|z EX) 构 成 X 上 的 一 个 完全 平衡 超 图 ; 
(5) G 的 最 大 团 构成 式 上 的 一 个 完全 平衡 超 图 。 


4 树 形 超 图 


超 图 H 是 树 形 的 , 若 

(1) H RF Helly M; 

(2) 每 个 长 度 至 少 是 3 的 圈 中 一 定 含 有 3 条 边 其 交 是 非 空 的 。 

SHA HOMBRE UR H 是 余 树 形 的 ,也 即 HE: 

(1) HERB, 

(Q2) 每 个 长 度 至 少 是 3 KA+, H 中 存在 一 条 边 含 图 上 三 个 顶点 。 

例 “完全 平衡 起 图 既是 树 形 的 又 基 余 树 形 的 。 事 实 上 ,由 定理 10 的 推论 1, 完 
全 平衡 超 图 HPEH )o 另 外 ,显然 H 38/6 (2) 和 (2 ) SRL BA H E 
完全 平衡 的 充 要 条 件 是 ; 互 的 任意 诱导 子 超 图 是 树 形 的 。 . 

在 图 14 所 示 的 超 图 中 ,其 边 为 abd , bed ,acd ,是 树 形 的 ,由 于 a,b,c 是 某 个 图 
中 的 三 个 顶点 ,但 没有 一 条 边 包 会 这 三 个 顶点 , 故 这 个 超 图 不 是 完全 平衡 的 。 


图 14 ” 树 形 超 图 { 非 完全 平衡 越 图 ) 

定理 13 一 个 简单 超凡 玉 是 一 个 三 角 剖 分 图 的 极 大 团 匀 的 充 要 条 件 是 : 玉 为 
余 树 形 的 。 

证 1. 设 万 是 简单 余 树 形 超 图 。 由 (), 互 是 保 形 的 , 它 是 互 的 2- &DIG- 
[Hh 的 极 大 国 超 图 。 此 外 G 是 三 角 章 分 的 ,否则 G 中 存在 一 个 长 度 至 少 是 4 而 无 
弦 的 圈 , 这 个 圈 对 应 于 超 图 H 中 是 一 个 没有 一 条 边 含 该 轿 中 的 三 个 顶点 的 图 。 这 
与 (2 TÉ. 

2. i H j&— fai 4: LG. 的 极 大 团 超 图 WHERE, AERE )。 此 外 ， 
Wu = (a,5,…) 是 局 的 一 个 图 , 若 o 的 长 度 为 3, 由 于 HEREN, HARA 
含 产 的 三 个 顶点 。 若 4 的 长 度 至 少 是 4, 因 为 G[A] 是 三 角 前 分 的 , 边 [a b] HE 
一 个 三 角形 上 , 即 在 o 中 存在 xz, 使 4 ,5 ,zx 移 成 一 个 三 角形 ,所 以 1a,x,61 必 会 在 
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G 的 一 个 极 大 团 中 ,这 个 团 就 是 妃 的 一 条 边 。 因 此 条 件 (2 ) EO ARR 
的 。 

推论 — 超 图 互 是 树 形 的 充 要 条 件 是 :日 具有 Helly 性 质 且 线 图 工 ( 互 ) 是 三 角 
al 43 4. 

事实 上 ,由 第 1 章 §8 hte 1a, Aaa H RA Helly 性 质 , 则 G 是 五 的 
线 图 当 且 仅 当 H' 是 G 的 航 大 团 超 图 (当然 也 可 能 含 G 的 其 他 团 )。 从 定理 13, G 
是 三 角 齐 分 当 且 仅 当 五 ”是 余 树 形 的 , 即 H 是 树 形 的 。 

JE —H 是 一 个 无 环 树 形 超 图 , 则 存在 x, CX, H PRAT ze 的 边 有 
一 个 异 于 xs 的 公共 顶点 yoo 

证 B (2), E,.92, Eg tgs Ep tpo’ Epp B H PRBS 
fi 一 jl> 1 时 ,EE NE = ,zl & E; fx & E, , 的 一 条 最 长 路 , 令 x = 
Tyo F E, € H,z, € E,,| E. 1, E, 尖 呈 ,由 于 这 条 路 的 最 长 性 ,存在 < 
PP 一 1, 使 得 EE N E, Æ Ø. 

E q 是 满足 上 述 条 件 且 下 标 最 大 的 一 个 数 , 则 边 E, EQ ，"… Ep E, HH 
的 一 个 圈 。 由 于 H 是 树 形 的 , 则 必 有 

|» E Gf EA) AO 
由 g 的 最 大 性 ,g = p - 1. Bb wet E, € EIE € Hox, € E, |E| E 30 8 
E, E, NE, Z Ø, 1H x, & E, 1 因此 ,(E,|E € Hox; € E,IEIZ DU 
LE, E, DER — AERE ECT. H RAS Helly 性 质 ,这 些 边 有 一 个 公共 顶点 yo 天 

定理 14(Duchet[ 1978] ,Flament[ 1978], Slater[1978]) 和 上 的 超 图 五 ERIE 
的 当 且 仅 当 存在 X 上 的 一 棵 和 树 下, 使 得 H 的 每 条 边 诱 导出 了 的 一 棵 子 树 。 

证 1. 设 互 是 树 开 的 子 树 的 超 医 。 由 第 1 章 中 的 定理 10 后 面 的 应 用 可 知 :所 
具有 Helly FEE IS, H 的 一 个 长 度 至 少 是 3 RAPA GER EES NSH RUN 
Alr’ Ena” Et = xi) MET TH-BRels, to ] lza], ,其 
中 当 j > i+1 了 时 ,x & ulto tu lA az = x, AFA H ERE. 

2. 设 囊 是 XX 上 的 一 个 树 形 超 图 。 下 面 将 通过 对 | X | 的 归纳 证 明 存在 一 梨 满 足 
要 求 的 树 T. 

设 roy 是 在 上 述 引 理 中 所 确定 的 H PHAN, H X = X- xl BER 
导 的 子 超 图 吾 满足 (1) 和 (2), 因 此 A 也 是 树 形 的 .于 是 由 归纳 假设 ,对 H KAF 
在 满足 要 求 的 束 上 的 树 于 ,显然 ,TT = 了 + [ro,o] 就 是 定理 所 要 求 的 树 。 

(上 述 的 新 证 明 由 Duchet £18) 

应 用 ”车 把 目前 存在 的 动物 物种 作为 超 图 的 顶点 ,具有 共同 遗传 特征 的 动物 
物种 作为 边 ,根据 进化 沦 学 说 ,这 个 超 图 是 树 形 的 。 
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图 14 所 示 的 超 图 是 树 形 的 ,对 应 的 树 工 是 唯一 的 ,一 般 地 ,一 个 超 图 可 对 应 于 
ERR Duchet[ 1985] 完整 地 刻画 了 这 类 树 。 

为 了 能 判断 给 定 的 超 图 是 否 为 树 形 的 ,Acharya 和 Las Vergnas 推 广 了 “图 的 图 

H = (五 ,瑟瑟 。) 是 天上 的 一 个 超 图 ,其 线 图 为 工 ( 互 ), 对 于 它 的 每 条 
边 “= Le; ,2; ] ,将 整数 wu) = | E; fi E; | 作为 zx BEL FELCH) 中 的 森林 ， 
将 下 的 极 定义 为 w(F) = Dlw(u)。 

u€F 
下 面 定 义 超 图 H 的 圈 秩 为 : 
(D) = SEI |X|- wn 

这 里 Wy = Bax w( F), F 为 L(H) 中 的 森林 。 

例如 ,读者 可 以 证 明 图 15 所 示 的 超 图 合 一 个 最 大 权 为 5 的 树 下 , 则 五 的 圈 秩 
ge eH) = 12-6-5= 1。 


图 15  —^3E SERO UAR JE RETO BS AR LE Tet Be A ER RE 


图 秩 CH) 的 确定 并 不 困难 ,实际 上 是 归结 为 在 带 正 权 图 中 确定 最 大 权 森 林 
的 古典 问题 ,不 同 算 法 的 复杂 性 (如 Kruskal, Solin, Hell 等 ) 已 被 研究 ,例如 ,Kruskal 
的 贫 禁 算法 :在 带 权 疼 中 ,从 森林 的 一 条 边 出 发 ,在 未 选 的 边 中 逐次 选取 权 最 大 且 
与 已 选取 的 边 不 构成 图 的 边 。 - 

it EHE m Kin 个 顶点 和 p 个 连通 分 支 的 线性 超 图 ,车 上 (HH) 的 每 
RAKHI A mAAR FRA wl F) = n(F)- p(F) 2 m- p, 
EU 


nC) = NYE -a -mtp 
特别 地 , 若 互 是 简单 本 , 则 

pH) 2n - nmt po m-ntfp 
这 就 是 通常 的 简单 图 图 秩 的 表达 式 。 
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u(H) =E |- | Ell 50 
iH US PPEUE, 和 E, Ti 
pO) = |E |+ | E] - |E, U Ei] - |E; N £.|=0 
车 五 的 边 数 大 于 2, 则 有 (H) SO RR AA RTI PER: 
性 质 1 设 玉 是 边 数 大 于 2 的 超 图 , 则 存在 H -RHE , #4 aH) 之 
u(H — E ott sh, BAER EW ,使 得 
ul(H) - (Gr - E) 2 | El - |E N E] - IE - UE I0 
证 — C FXL(H) 中 权 最 大 的 森林 ,ei 是 下 中 度 为 1 的 一 个 顶点 ,es 是 下 中 
ey 相 邻 的 一 个 顶点 。EE| 是 对 应 于 e, 的 二 中 的 边 , 则 部 分 起 图 和 H = H-E W 


BU dm 


wy > wlF — [ee ])= wy - |E N Eil 
因此 ， 
g(D) - pH)= MI EI- IUE I - wi- (DIE l- LE) + 
(QU E, |- |E, -YE PLE 
> |E |- |E; -YE | + wr 一 Wu 
z | 五 ,| - | E, -UEI- | E, n E,|20 
定理 15( Acharya, Las Vergnas [1981]) HA H We CH) =0 的 充 要 条 件 
Jéi H 是 余 树 形 的 。 
证 “1 本 是 X 上 的 余 相 形 的 超 图 对 > | E, | 归纳 来 证 明 w(F) = 0. 


车 3》1|E,|= 1, 超 图 百 只 有 一 条 按 且 是 环 , 所 以 
KH) = MiEl|-IXl-wu421-1-0-0 
ED |E |>2. 5X WR. 
情况 1 HB —A4BCS 189100 zi We X — zj 诱导 的 互 的 子 超 图 百 满 
足 


pO) = (S| EB) ]-1) -(n-1) - w = (H) 
H Wi d BETEE SUPR CI) 和 (2 ), 故 日 是 余 树 形 的 。 但 有 2 | E|« EI ,由 
归纳 假设 ,wx( A) = 0, 因 此 (H) = 0。 
情况 2 H 中 存在 两 条 边 E,,E, ,使 EE C E;.Hi Kruskal 的 算法 可 知 ,部 分 超 
BH = H-E Wig wy = w- |E |, Bi 
H(A) = OSE, |- |E |) -n - Gu - LEW) = (H) 
由 于 HW 满足 余 树 形 定义 中 的 (1') 和 (2 ), 故 H BRM TQUE « 
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24 EI ,所 以 由 归纳 假设 CH) = 0, 因 此 py(H) = 0。 
由 定理 13, 超 图 ET 是 某 一 个 三 角 章 分 图 的 极 大 团 超 图 ,而 三 角 剂 分 图 中 存在 
一 个 顶点 仅 含 在 一 个 极 大 团 中 ( 兄 Graphs, 第 16 章 $3)。 因 此 情况 1 和 情况 2 已 穷 
举 了 所 有 情况 。 
2. WH WEY) = 0, 对 m OH) 归纳 来 证 明 H 是 余 树 形 的 。 
FHER H 至 少 有 商 条 边 ,否则 结论 旺 然 成 立 。 由 性 质 1, 存在 两 条 边 E 和 
E, 使 得 
0 = (H) > ín (0H - Ej) * | 五 ,| - | E, N E,|- | E, -UE l 
> ulH-E,)+ |El- |E AN EI - | E; -E| 
= (H-E) 20 | 
[E 5 45 ut sr. e CE 
(D (H) = (H- Ej) «0 
(2) OE, -YE l = | E, - E,| 
IB (1) ARABE, H — E, 是 三 角 剖 分 图 G ARE CUR RT BER MER 
大 团 )。 由 于 (2) , 故 由 G' 加 上 连结 E; 中 两 个 顶点 所 得 到 的 图 G 仍 是 三 角 剖 分 的 。 
(RUE MEH 是 余 树 形 的 。 
推论 1 MAY 是 树 形 的 充 要 条 件 是 :u(H* ) = 0。 
对 树 形 超 图 的 识别 较为 简单 , 它 归结 为 求 最 大 权 树 的 问题 。 
推论 2(Lovasz KAR) HH = (E, Er En) 是 余 树 形 的 超 图 , 令 
x= max| E, f1 E,! 
则 有 有 | 
a) S(Bl-s)<n-s 
事实 上 ,不 妨 设 H 连通 , 则 LO) 的 权 为 最 大 的 森林 下 是 树 , 且 满足 


w(F)xs(n(F)-1) = im-s 


从 而 
0 = (H) = MIE |= a —ulF) > YE |- n -sm +s 
a=l 1=1 
因此 (1) 式 成 立 。 


A 当 玉 没有 长 度 至 少 为 3 的 加 和 5 = 2 时 ,Lovasz[1968] 证 明了 不 等 式 (1) 
成 立 ;Hansen # Las Vergnas 对 不 含 长 度 至 少 是 3 的 圈 旦 < 之 2 的 趣 力 研究 了 不 等 
3X G)ecAcharya[ 1983] 注意 到 在 其 他 许多 情况 下 ,不 等 式 (1) 亦 满足 。 例 如 ,图 15 所 
AAA HAs = 2K 

YS IEI-2 =2<n-2=4 
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因此 ,不等式 (1) 满足 。 张 和 李 [1983j] HET: HRSA RRR PA 
顶点 同时 含 在 至 少 两 条 边 中 , 则 不 等 式 (1) 也 成 立 。 


5 EREK 


SHA H 的 每 个 部 分 超 图 于 具有 边 着 色 性 质 , 也 就 是 
q(H)-2 A(H) (H CH) 
则 称 H 是 正规 的 。 
例 1 平衡 超 区 是 正规 的 。 因 为 平衡 超 图 的 每 个 部 分 超 图 也 是 平衡 的 ,而 申 定 
理 9 的 推论 1, 每 个 平衡 超 图 具有 边 着 色 和 性质 。 
但 其 逆 不 成 立 。 例 如 ,图 16 所 示 的 超 图 是 正规 的 ,但 它 不 是 平衡 的 ,事实 上 ， 
Lovósz[ 1972] 为 了 推广 平衡 超 图 的 结果 而 引进 了 正规 超 图 的 概念 。 


q-73 
A=3 
v=] 
r=1 


图 16 ”一 个 正规 超 图 { 非 平衡 的 } 

例 2(Shearer [1982]) 简单 连通 的 多 米 诺 上 骨牌 超 图 是 正规 的 。 

定理 16(Fournier,Las Vergnas[1972]) ”每 个 正规 超 图 是 2- 可 着 色 的 。 

证 BE Eb EMR AAS a A Cr, E, xs Ens Ezti) EI 
H =(E,, Foo, Ex, ) 的 最 大 度 为 2, 否 则 有 q(H)z33x 5H' 具有 边 着 色 性 
质 相 矛盾 , 故 由 定理 1 可 得 y (H) <2. 

下 面 将 建立 本 章 的 基本 结果 :Lovasz 的 定理 。 为 此 , 先 证 明 下 面 引 理 。 

52 H= (E E, En) Æ X LEMMA Bid En = E ME 
A E = H+ Ena 也 是 正规 的 。 

证 ”我们 只 需 证 明 gH) = AOT). 

情况 1 E, 中 含有 一 个 项 点 x 满足 dn(x) = ACH) ERR FAC’) = 
ACH) + 1, 所 以 

ACH’) < q(H') Sao(H)+1= ACH) +1 = ACH’) 

BEA q(T) = ACH"). 

情况 2 ME, 中 的 每 个 顶点 ,dn(z) € ACH). 

SACH) = AHA 过 一 个 最 优 的 A- 边 着 色 : 设 边 E 着 a OH, RRP 
除 E, 以 外 其 他 着 a BADR FR dj,(x) = A 的 顶点 ex 必定 含 在 某 一 条 
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不 同 于 E, i o HR OB ACH - H,) = A 一 16o 由 于 日 是 正规 的 , 故 有 
ylH-H)=A(H-H)=A-1 
AE H-H, 存在 一 个 (A - 1 - XE WH H, + E, 中 的 边 着 第 A 色 ,就 得 到 
H 的 A- 边 着 色 。 因 此 ， 
gQ(H’') < A= A(H)S oH') 
KK g(H’) = ACH’). 
定理 17(Lov6sz[1972]) WH = (E, E, En) Æ n PBR, A BH An 
X m KGET ARES OH : 
(1) 五 是 正规 的 
(2) 匹配 多 面体 Q = |yly € R",y 20,Ay 魏 二 的 每 个 极点 均 是 (0,1)- A 


(3) 匹配 多 面体 的 每 个 极点 均 是 整 点 
(4) N aeu» = N ae (Lt) (Vd EN") 
(5) 每 个 部 分 超 图 H C HRA Konig 性 质 
证 1) 一 (2)。 令 z 是 入 的 一 个 极点 。 由 于 z 是 线性 整 系数 方程 组 的 一 个 解 ， 
故 z 的 每 个 分 其 是 有 理 数 ,因此 存在 整数 pj ps ooi, Mk Z0, f kz = (pis pr, 
buo 
现 将 H 中 的 每 条 边 E, 重复 p; 次 ,所 得 超 图 记 为 H RSI, 是 正规 的 。 
MAM 2, cx 
delu) = SD p = (a ke) = k(a x) Sk 
i|z€5, 
因此 ,gq(H') = ACH) Sk SEH He 边 着 色 。 令 其 颜色 为 1,2…… XS 
( Bi 存在 E, 的 一 个 拷贝 着 色 
5 lo ”其 他 
RE yla) = (yila) yla) ,ywta)) Æ Q PH0,1)- 矢量 。 而 且 


1 1« 
z= FP Pas Pm) = EY) 


因为 < 是 多 面体 入 的 极点 和 Ya) € Q, ATER y(1) = y(2) = … = ylk) A 
为 z = y(1), 即 zz Æ(0,1)- 矢量 , 故 (2) 成 立 。 

(2)=>(3)。 显 然 。 

(3)-» (4) ST d € N" E18 


Q = Iziz € QO) z € N'(d,z) = max (dy)! 


(3), O40, FU Q SEXE QUD) 的 一 个 面 土 。 故 存在 矩阵 4 的 一 个 行 矢 量 ai' 满足 
(an, z) 5t (2€Q) 
换 句 话说 ,在 H PAARA d- ACR x, v 
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Zi -1 #5, @2, 且 在 最 优 匹配 中 
’ lg, 其 他 
Wi d' = (didi. di) 20M N mld y) = Nu y? 一 1o 类 似 地 ,存在 矢 
Fd! 20,08 N Ld ,y) = N_ (dy)》 - 16 继续 这 一 过 程 ,直到 出 现 上 由 使 得 
N au (d y? = 0 为 止 ,于 是 可 确定 一 个 序列 (xz ,x a, ) ,在 这 序列 中 , 设 zi 
出 现 ct, Riz, Ht, 次 等 等 。 

显然 ,矢量 上 = (nito) 是 末 的 一 个 d- 横贯 , 且 有 


Dak-N N os d») 
由 线性 规划 的 对 个 定理 ， /是 最 小 RH KA 
N as (dy) = Me = N wes t) 


EQUS 


故 (4) 成 立 。 
(4)>(5) 4H C H EH HBAS 
fl £ZECH 
4 = 1o 其 他 
= (d;,d.,°",d,,) 满足 
MEZ ax Gy? = v(H^) 
N ai (o0 = cT) 
于 是 由 (4) 可 得 VCH’) = (H), i H' 具有 Konig 性 质 。 

(35) 一 (1)。 设 万 = (E,,E,,",E,) Æ X EWEG) 的 一 个 超 图 。 令 H= 
(E,,E,,--,E,) 是 以 H 的 极 大 匹配 包 作 为 预 点 的 超 图 ,其 中 BH PRAE E, 
HRAL BRE OE, = O PÁH DOSE, N E, Z 0. 

h (5), H 具有 Helly 性 质 , 故 有 

v(H) = ACH) 

q(H) = c(H) 
而 且 

z(H) = q(H) 

ACH) = v(H) 
HF HAA Konig PERRO f8 q(H) = (AA) LIRE, H BEBE HER BLEU LAE 
色 性 质 , 而 上 述 已 证 得 (1) Zi (5) AoA) = r(A), a(H) = ACK). Aa) 
成 立 。 á 


推论 1 MAH RIHUNIURATERIH AK Helly ERA LUD 是 一 个 完 


D RAAK 
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AA. 

证 & HEER, W HRA Helly HS), — ARH WEA’) = 
v( A’) = 1s 此 外 ,由 于 gq(H) = ACH), RA Y(H') = r(H’), #0 2-ROG = 
[H' ] WE y(G) = wfG)o 类 人 地 ,对 于 号 的 每 个 诱导 子 图 ,这 一 等 式 仍 成 立 。 故 
图 G 是 完美 图 ( 见 Graphs, 第 16 章 , § 3)。 

反之 , 若 电 具有 Helly 性质 及 G = L(H), W H' 的 最 大 边 是 G 的 最 大 团 ( 第 
1%, 88, EE D&E G 是 完美 的 , 则 y(G) = w(G), 因 而 Y(CH' ) = r(H')R 
q(H) = ACH). FH HGA H' C 万 ,这 等 式 也 成 立 。 故 日 是 正规 超 图 。 

注意 到 若 超 图 日 不 具有 Helly 性 质 , 一 般 地 , 玉 就 未 必 是 正规 的 (例如 ,第 1 章 
中 图 8 所 示 的 超 图 日;)。 

推论 2 ”每 个 树 形 超 图 是 正规 的 。 

事实 上 , 若 五 是 树 形 超 图 , 则 由 定理 13 的 推论 知 , 囊 具有 Helly 人 性 质 , 而 工 ( 五 ) 
是 三 角 前 分 图 。 由 于 每 个 三 角 齐 分 图 是 完美 的 ( 见 Graphs, 第 16 3€, $3), 再 根据 推 
iè VLA E ECHR, 


6 Mengerian 超 图 


ERES H 称 为 是 Menger 的 ,如 果 万 满足 

(DN y) = N gU iy (Vc€ NN") 
出 定型 11， AY MARBLE Merger M. 反之 不 真 , 例 如 ,图 17 所 示 的 超 图 是 Menger 
MBA ,但 其 色 数 大 于 2。 


图 17 非 2- 可 着 色 的 Mengerian 起 图 
性 质 1 设 开 是 一 个 Menger 的 超 图 ,A 是 至 少 含 一 条 按 的 一 个 点 集 , 则 部 分 
HRA HIA = (E |E, C A) € Menger 的 。 
证 ”对 于 于 lA 中 的 每 个 顶点 zx 定义 一 个 整数 c; 220,9 


© "TV 
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C; — 


t E x; HIA 的 顶点 
0 其 他 
P MO 是 对 应 于 超 图 五 |4 的 两 个 多 面体 , 则 有 
(DN os (1,9) = N s Gy? 
rede ye dte 
(2) N ga OD = N aay (Oot) 
由 于 H SE Menger £8, (1) 和 (2) 中 右边 两 个 数 相等 。 所 以 HIA 是 Menger 的 。 
性 质 2 设 玉 是 Menger 的 超 图 ,A 是 与 每 条 边 均 相 交 的 点 集 , 则 诱导 子 图 H, 
= (E, Ali xt m,E, (1 AX Ø) & Menger 的 。 
证 “对 每 个 顶点 n € A 定义 一 个 数 c 0, 
- Í c, Ax, CA 
“lo mi 
PAQHBHRFRAHIA 的 两 个 多 面体 , 则 有 
CL) N yom Oy) = N aw y) 
(2) N nin Cet) = Noy CE, 


由 于 H Æ Menger f], (1) 和 {2) 中 右边 两 个 数 相等 -因此 超 图 Ha 是 Menger I). 


i$ 百 是 一 个 超 图 , 令 1 六 0 是 一 个 整数 ,r EH PH-A, PHAR 
即 用 4 个 新 顶点 .x ola Re HPA Rae 的 边民 由 条 新 的 边 E' = 
(E -Ja U sat lE = (E~ teh) U bathe B= (E- let) Uir} 
代替 。r PKA = OK EH PMs HRA PAA WE AE 一 1 RN 
He 

Beslenen ) &— T ENERE H eXEERLESH I T KERIT 扩 
Ke Ko 扩张 RE EUR IB SUR ER ERO H- 

定理 18 H dE Xin 个 顶点 的 超 图 ,6 令 e = (eyes, CN A I 
是 整数 , 则 

(0) » CHT) = maxl(1, y)l y € N",Ay x; kei 

(2) GT) = minl(c, lt € N',AT EZ EI 

《3) rz CH") = qax (1,9? = min Cet 

WE — CD 和 (2) Rai AA e = (0,1,1,77,1) Re = (2,101,775, 1) BEA 
Bil ny , p 

(1) He = (0,1,0,1) SRN WME y aA ke- Ay = (iis 
由 于 当 r, € E, NLA y; = 0, y a HEARN S, 的 有 匹配， 
因此 ， 
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uOT)z Sa = max{(1,y) | y € N", Ay < ke | 
5l 


另外 ,本 中 的 一 个 使 y, 最 大 的 匹配 y = Cy; 172 ,Ym ) MET 互 中 的 一 个 
值 为 > y, 的 ke- 匹配 , 故 有 
max|(1,y)l y € N", Ay Skel >) y; = w GT) 
故 由 以 上 两 个 不 等 式 ,(1) 成 立 。 
Ë e= (2,1,…',1)o 令 3 了 = (yis Jn) Æ H ERK — ike- 匹配 ,在 
H P, 有 两 个 顶点 2, x^ MMT H PRA noH 中 会 x 的 边 的 集合 
FE; lj € J SERE HF 中 两 个 边 集 合 1E 1 € JR E UG EJI Wa 
245, «2k 
i&d 
BRR 
y= (HUE MLZ mI- DUG FEDUG TED 
这 里 
“xt =y} GEJ) 
Days SR 
I&J 
Ny Sk 
JE 了 
这 矢量 是 下 的 一 个 &- 匹配 , 则 有 
(HW) > Sy, = Y = maxl(1, y)! y € N",Ay x; ke} 
因此 (1) 成 立 。 
(2) € c = (0,1,1,…,1)。 考 虚 太 的 一 个 具有 最 小 ce- D>): Wk 横贯 (4 ， 
i*1 


£5,7 E) MRE (sius t) BH BY k- BUR BA 
(HH) VY = min! lele E N',ATE ll | 


PE 
EI 


反之 ,车 {45,t3,… t) ER De BEC ACE 1 577 5) Æ H Kk- 横 
minile, t CN At Salts » t, = nu(H) 
故 由 以 上 两 式 , 知 (2) 成 立 。 
E e= (2,1,1,0, D EIE H B — T Ree 值 为 25 +t. tt t, 的 最 优 &- 
ERG inon HFC tointi t) Æ H BITS e RR BA 
HE tt teet, = minile, lt E N',ATEZ RI 
REGEG uU don’t) BY Bebe RHA, = 2, BARB, 
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Ust) Æ HBR 横贯 , 故 有 
minli(e,£)l t EN ATOERIE2 +t, + b n = (HM) 
由 以 上 两 不 等 式 , 知 (2) 式 成 立 。 


(3) En UT Reb Gr) h, G k+ 9, 就 得 到 "(TF)。 则 由 (1) 和 (2) 


可 推 得 (3) 成 立 。 
Hit AERE Konig 性 质 且 满足 
HE X,c CN MSH EX 
Ae ER, 光 中 的 每 个 超 图 是 Menger 的 。 

证 ”显然 。 

例 1(Menger) 如是 一 个 多 重 图 ,a,b 是 G 的 两 个 顶点 。 电 表示 以 G E38 29 M 
Bika Sls OBAMA RHE , 则 五 的 横贯 是 如 OUS BL (S), Pa € S, 
bEX-S, 

Menger H RHS f HAA Kanig 性 质 。 此 外 , 末 的 顶点 扩张 4 次 等 价 于 将 G 
中 对 应 的 边 用 A 条 重 边 代 替 。 因 此 H 是 Mengerian 超 图 。 

fA 2(Menger) G 是 一 个 简单 图 ,a ,5b 是 G 中 两 个 不 相 邻 的 顶点 ,日 表示 以 G 
中 异 于 4, 的 顶点 为 顶点 ,从 a SL b 的 路 的 内 点 集 为 边 所 构成 的 超 图 , 则 二 的 最 小 
横贯 就 是 C 中 分 离 a 和 5 Bd EISE h Menger 的 第 二 定理 知 , 互 具有 Konig 性 
H-H HAA xd 3kA 次 等 价 于 在 G 中 ,用 基数 为 4 B sr RICE Lm 2 fH 
邻 的 顶点 与 这 些 顶点 均 相 邻 。 因 此 H 是 Mengerian 超 图 。 

例 3(Edmonds[1970]) 所 是 X 上 的 多 重 图 ,S 是 X 中 至 少 有 两 个 项 点 的 子 
集 , 玉 表示 以 G 的 边 为 顶点 , 形 如 jy = [saiyaz ass 的 路 为 边 所 构成 的 超 
图 ,这 里 sss € S,a,,a5,77,a; € X - Sc;Edmonds 的 定理 证 明了 具有 Konig 
性 质 。 注 意 到 由 于 扩张 H 的 顶点 等 价 于 G 的 相应 的 边 用 多 重 边 代 兰 ,所 以 H Æ 
Mengerian 超 图 。 

fi 4(Edmonds[1973]) G = (X,U) 是 一 个 连通 有 向 图 ,a AG 中 所 有 其 他 
顶点 的 “ 恨 先 ", 即 为 G OR” BAG 的 强 为 顶点 ,以 a ARB SG 的 所 有 顶点 
的 树 形 图 为 边 所 构成 的 超 图 。 

H 的 横贯 是 zw"(S) = I(S,X - S)|S SC X,S z X1 Edmonds Ri sg E828 E 
É H RA Konig PEEL EEA HIS DE E KA = 0 次 等 价 于 在 G PMLA, 
扩张 * > 0 次 等 价 于 在 G 中 将 相应 的 弧 用 重 数 为 4 m ESSA OH XX 
Mengerian 超 图 。 

Frank[ 1979] 用 有 根木 林 图 代替 有 根 树 形 图 ,将 上 述 例 子 作 了 推广 。 

例 5 WG=(X,U) ZARA HRRUGHMAERA,G 中 的 反 轿 为 边 所 
构成 的 超 图 。Lucchesi 和 Younger[1978] 的 定理 证 明了 五 具有 Konig 性 质 , 注 意 到 
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五 的 顶点 扩张 = 0 次 等 价 于 将 G 中 相应 的 弧 收 缩 掉 ,扩张 4 > 0 次 等 价 于 用 一 
条 长 为 4 的 有 人 向 路 代替 相应 弧 。 因 此 H Æ Mengerian 超 图 。 
”更 多 的 例子 可 见 Woodall[ 1978] ,Seymour[1977] ,Maurras[1976]。 其 方法 仍 采 
取证 明 这 些 超 图 具有 Konig 性 质 。 一 个 更 为 一 般 的 方法 由 Lovész[1976] 给 出 ， 
Schrijver 和 Seymour( 1979] 给 予 了 进一步 推广 。 

引 理 1(Hoffman[1974]) A = (aj), 是 矩阵 ,ay € N, 上 之 1 是 一 个 整数 。 
若 凸 多 面体 

P = |xlx E€ R",x 0,A x Si} 


HERES c € N' LE min(c,x) 是 整数 , 则 P 的 极点 的 坐标 是 二 的 信 数 。 


ERY = oves x BPE, TIN ESI y, 是 二 的 倍数 。 令 


el 二 (1,0,…,0)。 下 面 将 证 明 存 在 一 个 矢量 c CN" 满足 

(1) 4c,y) = mine, x) 

(2) (ete. = min(e + @,,x) 

为 此 , 令 了 = Lily 501, = ijl ay) = MRE d = (d,,d2,°",4,), 
这 里 


则 对 每 个 矢量 x CPA 
(d,x) = Pda = »- * 2,4. > iJ 
而 当 x = y 时 等 号 成 立 , 故 有 
(d.y) = min(d x) 
HS), e ELE TEE xis. = 01 (i € Dni mEIxiQ. x» = 1) GENE 
全 确定 了 极点 y。 故 还 有 
(3) (d,x) > (d,y) (x x y,x € P) 
假设 对 每 个 整数 4 ZR, x € P,Gd + eux) 的 极 小 值 在 极点 z(4) 关 y 达 
到 :因为 PP 的 极点 仅 有 有 限 个 , 故 必 存在 极点 x 使 得 存在 无 限 多 个 4 Mine = 
z(4), 即 有 无 限 多 个 4 满足 


(d,x} + tz, < (d, y) + ty; 


AEA x x yx € PAWE(d,x) « (d.y) X3 (3) 矛盾 。 因 此 ,对 某 些 1 l, 
(Ad + e, ,x2 的 最 小 值 在 y 达 到 。 由 于 《44 x) 的 最 小 值 也 在 y 达 到 , 故 矢量 ce = Ad 
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必须 满足 (1) 和 (2)。 于 是 从 (1) 和 (2) 可 得 y= (oes) - Co) 是 二 的 信 数 。 


同 理 可 证 其 他 坐标 也 是 二 的 信 数 。 

引 理 2 SEIS UMP SEI NEP ILLE 
(1) 对 每 个 ec € N" e" (H) 是 整数 ; 

(2) HE c EN" 2" GP) = ds OT). 

证 “只 需 证 (1) 一 (2) 成 立 。 


E A BH MKRER, Sok 
P = {xlx CR",x20,A x 21l 


满足 引 理 1 的 条 件 。 估 此 P 的 每 个 极点 的 坐标 均 是 二 的 倍数 ,特别 地 ,达到 《c x) 


的 最 小 值 的 极点 可 表示 为 x = Isa o = (fi, t5, 1,) € N oF ATx4z 1, 


故 BH MBN E- ORAM, 
i minl(e, |: € N",ATt 之 kli- nd to) = min Ce, x) 

由 定理 18 即 可 得 (2) 成 立 。 

318 3 RH Jes 阶 超 图 ,& o 1 是 整数 , 则 下 述 条 件 等 价 : 

(3) HEA e E NL UT) = € OP: 

(4) 对 每 个 ce € Nas) = OP). — 

只 需 证 明 (3) 一 (4)。 事 实 上 ,(3) AST SB 2 中 的 (1)。 因 此 (27 成 立 。 进 而 有 
(2) 和 (3) 蕴含 着 (4)。 


定理 19(Lovuasz [1976]) n 阶 超 图 互 是 Menger 的 充 要 条 件 是 :对 整数 上 之 0， 
有 


(5) <u (HF) = (Ht). (We EN") 


证 《假设 对 每 个 c CN’, (5) 式 成 立 , 即 
ae yiye N”, Ay ke} = emin} (1,5) y € N" Ay X cl 
4 c = kc ,上 式 可 改写 为 
pe N* Ay eL bein ly € NA he 
因此 ,对 每 个 cE N", 有 
dr) = pu (HF) = (H) 


由 第 3 章 中 的 定理 1, 可 得 
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t^ OP) = lim zog (HE) = vH) 


再 在 引 理 2 FR k = 1,808 (H) = r( 末 )。 因 此 五 是 Menger 超 图 。 

BH Bn 阶 超 图 ,zi 是 五 中 的 一 个 顶点 ,1 之 0 是 整数 zi 被 倍增 4 次 是 指 
用 1 个 新 顶点 集 X = (atc ci 代替 zl 并 把 每 一 条 含 zt 的 边 E 用 E = (E 
一 Ix UX, K#Rox, RA = 0 次 所 得 超 图 是 措 吾 关于 天- ic | 的 导出 
子 图 。 

$ e = (cie en) E N" AE 五 中 ,将 x, 被 倍增 c 次 ,zy 被 倍增 c, 次 
等 等 ,所 得 的 超 图 记 为 A , 称 为 HRF: 被 倍增 。 

注 MRA EPO WHO 也 是 平衡 的 事实 上 ,车 ce = (0,1,1,…,1) 时 ， 
HAH” 就 是 YH 的 子 超 图 ,由 S32 ERI,H'? 是 平衡 的 ,车 e = (2,1,1,…,1) 
oA? BA PA le ci REDA z 所 得 的 超 图 。 由 于 日 是 平衡 的 , 故 仅 需 考 
察 如 下 奇 图 (ai, E , a2 ,请 ，,… ,a1),x! 和 zx? 同时 是 这 个 固 上 的 两 个 顶点 。 这 个 图 
中 与 xl 相 邻 的 两 条 边 也 一 定 含 xi , 故 这 两 条 边 之 一 必 会 这 个 圈 中 的 三 个 项 点。 故 
HO 也 是 平衡 的 。 

[EE NOE 是 平衡 的 ,而 A 未 必 是 平衡 的 。 例 如 ,考察 图 12 所 示 的 平衡 超 图 H, 
把 顶点 f, 扩张 2 次 ,对 应 的 两 个 顶点 为 了 和 了” PR 

(FF 
中 没有 一 条 边 含 圈 中 的 三 个 顶点 。 

下 面 将 研究 横贯 超 图 是 Mengerian 超 图 的 条 件 。 用 oH) 表示 对 日 的 项 点 着 

色 ,使 得 每 条 边 含 所 有 颜色 的 最 大 颜色 数 。 显 然 有 
sC(H) 和 minl E; = s(H) 

But c CN’ A lH) = s(H), RH HAA Gupta 性 质 。 由 Gupta 
的 定理 [1978] 可 证 明 2- 部 图 的 对 侦 超 图 具有 Gupta EA. 

3 H —^ n 阶 简单 超 图 ,K = T,H EH SRR, K 是 Menger 
的 充 要 条 件 是 :所 具有 Gupta 性 质 。 

iE HFeCN AB 

(1) LH" = (HY 
而 且 对 每 个 超 图 HLA 

(2) otH) = v(T,H) 

(3) s(H) = :(T,H}) 

m», 0) 和 (3) ,可 得 

o( AH) = w( TH) = vi (T.H) ] 
s(H) = c(T,H) = rl(TH)’] 
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i HRA Gupta 性质 的 充 要 条 件 是 :上述 两 式 相等 , 即 K = TH 是 Menger 的 。 

定理 20(Berge[ 1984]) H ATHA, M T,H Mengerian 超 图 。 

证 ” 若 万 是 平衡 的 , 则 对 每 个 c CN’. 也 是 平衡 的 。 因 此 由 定理 9 的 推 
i£ 2,4 o( A) = s(H'? )。 则 由 上 述 引 理 ,TH 是 Mengerian BA. 

ib ”定理 20 之 逆 定 理 不 成 立 。 例 如 , 设 H EK, 的 对 偶 超 图 (图 19), 0 T, FI 
是 图 17 所 示 的 Mengerian 超 图 ,但 互 不 是 平衡 超 图 .尽管 如 此 , 仍 有 如 下 结果 : 若 
ete H'CH,T,H' Æ Menger tH, WT FE H C H,H' 具有 Gupta 性 质 。 从 
而 He Pe. 


18 Hi19 准 正规 而 非 Mengerian 22 8E 


7 准 正 规 超 图 


下 面 推广 Mengerian 超 图 的 概念 。 易 知 下 述 各 命题 等 价 : 

(D 多 面体 P= {tle R',t 之 0,A'Tt 之 下 的 极点 是 整 点 ; 

(2) 对 每 个 ec EN" » min Ce, t) BR; 

(3) 对 每 个 e €E N,N sh, (C.E) = min Ce 0 

在 引 理 1 中 取 = 1 时 ,可 得 到 (1) 与 (2) 等 价 。 在 引 理 2 中 取 = 1 时 ,可 得 
(2) 与 43) 等 价 。 若 一 个 超 了 图 豆 满 足 (1) 或 (2) 或 (3) ,就 称 吾 是 准 正规 的 。 这 类 超 图 
首先 由 Fulkerson 研究 , Schrijver 把 这 类 超 图 称 为 Fulkersonian SA” Seymour 把 它 
称 为 "具有 弱 最 大 流 SER” HHA 

若 超 图 H Æ Menger I) , DU] 互 满足 (3), 因 此 A TEE TE LBS BRR I t 
图 19 PR, K, 的 对 偶 超 图 Ks 是 准 正规 的 ,但 由 于 v(Ks JA r(Ks ), 故 不 是 
Menger 的 。 

Seymour[ 1971] 猜测 , 若 简 单 准 正规 超 图 H PRAU KS 7 HIA - 
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(E,|E, € H,E, C AH, (A C. X) 这 两 类 诱导 子 超 图 , 则 H J& Menger 的 。 

下 面 给 出 几 个 准 正规 趣 图 的 例子 。 

f 1(Seymour[1977]) G 是 一 个 平面 图 ,了 (G) 是 以 G 的 边 为 顶点 ,G 的 奇 
图 为 边 所 构成 的 超 图 , 则 Seymour 证 明了 H(G) 是 准 正规 超 图 。 但 是 ,对 于 非 平面 
图 G = K,, HCK,) 不 是 准 正规 的 。 

例 2CHu[1963]) G 是 一 个 图 ,s,s ,t,t 是 5 1 6 t 
GRETA, H(G) REIR IA G 的 边 为 顶点 ,GG 
中 连接 S 与 5 Me 与: 之 间 的 路 为 边 所 构成 的 超 2 56 
图 .Hu 证 明了 HG) 是 准 正规 的 (已 知 的 结果 ; 
“ 双 - 商品 流 定 理 ”)。 图 20 所 示 的 图 G, HGE s 3 J 
好 是 图 19 中 的 超 图 , 故 H(G) 不 是 Menger 的 。 

定理 21(Lehman,Fulkerson) 互 是 简单 超 ii 20 
BH. K = TH. H EEIESUIBES AS TEE AR TE 
是 : 

(1) rH «(GP ) x (eo (Yc,w EN”) 

Lehman[1975] 证 明了 对 所 有 准 正规 超 图 (1) ARY Fulkerson 利用 “区 组 化 ” 
EEEH BSE EPO, 

RG 是 一 个 以 a 为 发 点 ,z 为 收 点 的 网 络 。 用 c; RAR BRE”, w 表示 边 
i “RR” EUG 的 边 作为 顶点 ,以 a 和 z 之 间 的 路 为 边 的 超 图 , 则 有 以 下 两 个 
解释 : 

rK} = minde, 是 从 到 z 最 短路 的 长 度 ; 

于 五 ”) = quin, 2. 是 a 和 之 间 最 小 割 集 的 宽度 。 
MMR) RAR - 长 不 等 式 。 

推论 ” 互 是 简单 准 正 规 超 图 , 则 工厂 也 是 准 正规 超 图 。 

证 ”对 KK = TH, FAO) 可 写 为 

r(K")r([ TK } )< (o w) (V w,c EN”) 

因此 K 是 准 正规 的 。 

注 车 所 是 Menger 的 , 则 上 述 推论 证 明了 TH 是 准 正规 的 ,但 是 T, HRU 


O XTEMEIEBI UT BM Fulkerson[ 1981] : 设 A E — 1-388 ,af 之 0 为 实数 , 且 不 中 没有 一 列 是 其 他 列 
的 凸 线性 组 合 。A 的 "区 组 化 ”矩阵 B 是 以 多 面 栖 | 
P= [ih ER 20AN S1} 
Hie A 3M EEE, 
BE RE ARB H ThE E. A AHH KERER ERIS BET KEEN ABA (E 
EH RAER a 
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是 Menger 的 。 例 如 ,图 17 所 示 的 Mengerian 超 图 的 横贯 超 图 为 图 19, 而 该 超 图 不 是 
Menger 的 。 由 定理 19, 若 HH 是 平衡 的 , 则 T.H 是 准 正规 的 。 当 所 是 正规 超 图 时 ， 


T.H 未必 是正 规 的 。 例 如 ,图 16 所 示 的 正规 超 图 本 满足 r'《(T,H) = 之 , 故 TH 不 


是 准 正规 的 。 

在 图 论 中 出 现 的 一 类 重要 的 准 正 规 超 图 徐 , 它 由 Little[1973] 推广 了 
Kasteleyn 的 思想 引进 的 “S- 联 ” 和 Lovasz{ 1977] 引进 的 “S- Fl” MKS MA, 

BG-(X,E) RABMiEÉMZEBHOZSCX.EBIuTFCE B 
导 的 部 分 子 图 G” = (X,F) HAD ARAN S, 称 满足 上 述 性 质 的 极 小 边 子 集 F 
EG 的 一 个 S$- 联 。 

显然 ,G 存在 S 联 当 且 仅 当 | 5 | 为 偶数 .事实 上 , 若 | S| 为 偶数 ,将 S 中 的 顶 
点 两 两 配对 : E Tr [ , | $3 ,3 2 ，"“ ,对 每 个 i, 取 一 条 连接 $i 5s; 之 间 的 路 joG 
中 含 在 奇数 条 路 p 上 的 边 的 全 体 构成 一 个 S- 联 。 反 之 , 若 存在 一 个 S KP, MB 
Tc = { 和 ,FEF) 满足 

ISi= Jide (2) = Dido (x) = 2m(G’) =0 (mod 2) 


UG 中 所 有 S- 联 为 边 所 构成 的 超 图 称 为 G 的 S 联 超 图 , 记 为 HF 。 

下 面 是 图 论 中 的 一 些 概念 。 设 G = (X,E)BX LH-TBEEALOAAC 
X G 中 连接 A 和 一 A 之 间 的 边 集 w(A) 称 为 键 . 极 小 键 称 为 反 蜂 。 易 证 w(A) 是 
EB BE[ZXGL[A]fIG[X- A] 均 为 连通 图 ,此 外 ,w(A)= o(X - AME SC 
X, ofA) &—T RBBN2ZISOAIEISOQO 一 A)| 均 为 奇数 , UH 
«CA) H GRS gl. 

| AU. G 中 存在 S- 割 当 且 仅 当 | S | 为 偶数 .用 Ks 表示 由 G PRAS 割 所 构成 
的 超 图 。 

例 1 G= |X, 王 是 阶 为 偶数 的 连通 多 重 图 。 由 S 联 的 极 小 性 ,G 的 一 个 X- 
KA GH ALES G 的 一 个 森林 。 此 外 ,这 个 森林 中 的 每 个 顶点 度数 均 为 奇 
数 。 特 别 地 ,着 G 存在 完美 匹配 ， 它 就 是 G 的 一 ^" X- 联 , 另 一 方面 ,XX- WRB 
人 

例 2 = (X, E) 是 一 个 运输 网 络 ,其 发 点 为 a, 收 点 为 z, 每 条 边 赋予 一 
个 容量 。 令 S = on WS 联 是 连接 a 与 x 的 路 ,S- 割 是 分 离 a 和 z HWA. 

例 3 G 是 下 上 一 个 连通 的 多 重 图 ,每 条 边 赋予 一 个 长 度 ,S 为 G PREAM 
点 集合 , 则 G 的 一 个 S 联 是 将 G 中 某 些 边 必须 变 为 重 边 而 成 为 Euler 多 重 图 的 极 
小 边 集 。 

”在 运筹 学 中 著名 的 "中国 邮递 员 问 题 ” 解 中 的 那些 往返 两 次 的 边 定 义 为 最 小 
BKM SKS HETAN SEKKER Eol), AWE 


oA) p dolz) + da de = |A N SI 1 (mod2) 


n(x-8) 
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MIR G 是 一 个 连通 的 多 重 图 ,S CX 且 | S| 为 偶数 , 则 S. MAK BS 
RAH 的 横贯 超 图 。 

iE 1. 首先 证 明 对 每 个 EE 和 FE K AEN) FSO. 

否则 , ## EC H5,F = w(A) 使 ENF = O, SX EISTQ AL 
ISA (X-A) HAARET E EHS 中 两 请 顶点 | s,s ;1 间 配 对 并 连接 成 边 
不 交 的 路 im 的 并 。 由 于 p Bola) 不 相交 , 故 有 |S 站 A| 和 |S C) OX 一 A) BH 
偶数 ,矛盾 。 

2. E FET, H oF, SA E € HS 相交 ,从 而 G - Fy 中 不 可 能 将 S 中 的 
顶点 两 两 配对 成 1 s; Hm s; 与 ;; 之 间 有 路 连接 ,因此 G - F, 含有 若 于 连通 
分 支 X,,X;o0, 和 ,县 至 少 有 一 个 | S NA Xi | 为 奇数 ,否则 ,在 S 中 存在 上 述 顶 点 
间 的 配对 。 由 于 G 是 连通 的 , 故 有 FQ O w(S (1 X;) Bit, F 含有 一 个 S- EFL 
由 横贯 Fo 的 极 小 性 ,有 Fo = 下 。 又 由 上 述 1. H 的 每 个 极 小 横贯 是 一 个 S- A. 


Lovász-Seymour 定理 G 是 连通 的 多 重 图 ,S 是 有 偶数 个 顶点 的 集 , 则 HP 和 
IO 均 是 准 正规 超 图 。 . 

事实 上 ,Lovasz[ 1977] 证 明了 K^ 是 准 正规 的 ,Seymour[1977] 证 明了 H 是 准 
正规 的 ,由 前 面 的 性 质 及 推论 ,这 两 个 定理 是 等 价 的 ,此 外 ,Lovasz[1977] 还 证 明了 

va (KS) = kv, (KS) 

+ ”在 一 般 情况 下 ,HS 和 Ks 不 是 Menger 的 。 例 如 , 设 G 是 无 桥 且 边 色 数 为 
4 Bj 3- 正则 图 (如 Petersen 图 ),Seymour 证 明了 HY 没有 Konig EM, 当然 也 不 是 
Mengerian 超 图 。 但 Seymour[1977] WW: MH H 不 含 导 出 子 图 并。 , 则 H' 是 
Menger 的 。 


习 题 5 


1.(81) Z r(H) > 3, 并 非 是 每 一 个 B 图 均 含 一 个 子 妃 - 图 满足 任意 两 条 

在 图 中 不 相继 的 边 是 不 相交 的 。 在 如 下 定义 的 长 为 7 的 B- HPAL: 
(12,2 390,34,45,5 690,678,781) 

2.(81) Sterboul[ 1973] 8l :# 4 (H) >2, IAE B- 较 使 得 任意 一 对 在 图 
中 不 相继 的 边 不 相交 。 以 Ku ;为 例 说 明 ,不 能 假设 吾 圈 有 更 进一步 的 性 质 :在 图 
中 两 条 相继 的 边 恰 好 有 一 个 公共 点 。 

3.($2) 证 明 例 2 是 §2 中 例 3 的 一 个 特例 ,但 82 中 的 例 4 不 能 看 作为 例 
3 的 特例 (利用 图 氢 阵 的 Tutte 定理 )。 

4.(82) EP, AX = [xt T, EWAH, 是 多 上 的 一 个 超 图 ， 
其 边 为 补 图 P, 1 X HUS): nx6í8,.H, 是 侈 单 模 的 (Chvatal)。 
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提示 :通过 选择 一 个 适当 的 衬 将 其 转化 为 例 4 的 情形 。 

5.(82) 由 Ghouila-Houri 的 定理 用 下 述 方 法 证 明定 理 5 的 推广 形式 ; 设 有 A 
是 元 素 为 0,1 或 一 1 的 答 阵 , 不 含 阶 数 为 2k +1 的 于 方 阵 且 每 个 元 素 大 于 或 等 于 图 
Cys, REEE Bua 中 对 应 的 元 素 , 则 A 是 全 单 模 的 。 

(Commoner[ 1973] 给 出 了 另 一 个 证 明 。 在 这 种 情况 下 ,Yannakakisft 1980 ] 给 出 
了 找 最 大 匹配 的 一 个 有 效 算法 ) 

6.(82) 设 G 是 一 个 2- 部 图 。 末 是 以 G 的 边 集 FF 为 顶点 集 ,FE 和 G 的 所 有 
的 时 作为 边 的 超 图 。 证 明 : 末 是 单 模 的 。 

7.(83) Meynied 的 猜测 :对 每 个 超 图 五 ,关系 式 

(Ha) Sk (ACX) 

B24 r(H)S (k -1W(H) HER 10,k = 2 时 这 猜测 成 立 , 此 外 ,车 及 是 完全 
多 部 超 图 的 部 分 超 图 ,， 则 此 猜测 可 推导 出 Ryser 的 猜测 。 

8.(83) A 是 完全 平衡 超 图 的 关联 经 阵 。 证 明 :; 在 布尔 乘积 下 的 皂 阵 AIA 也 
是 完 合 平衡 的 ,同样 (ATA)* 也 是 完全 平衡 的 D(Lubiw[1985])。 

9.(83) 设 玉 = (E,,E,,…,E,) 是 多 上 的 完全 平衡 超 图 。 证 明 : 日 + (X) 
fe H+ (E, NE) 也 是 完全 平衡 起 图 。 


10.(83) 利用 前 一 习题 证 明 :n 阶 不 含量 边 的 完全 平衡 超 围 至 多 有 ( )+ 


nR, Hn 阶 不 会 重 边 的 极 大 完全 平衡 起 图 恰好 有 {”)+ n 条 边 (Anstee 


[1985]). THA Lehel [1985] 的 一 个 简单 证 明 。 
11.(84) LOCH) 是 超 图 二 的 线 图 ,每 条 边 [e,,e D8VF— REDE, 
4 FCL(H) 是 一 个 具有 最 大 权 的 森林 。 证 明 : 
uA) = M (o(Fx)- 1) 


x € OX = lele € ELE € HI, p(Fxy ) cf X, AFAR ROBE E 
S (Lewin [1983]). 

12.(87) Lovász 证 明了 ;“ 若 有 向 图 G 至 多 有 kk 个 两 两 不 相交 的 余 围 , 则 和 窗 
盖 每 条 缴 至 多 2 次 的 余 围 著 { 可 重复 ) 的 基数 不 超过 2k。 ”证明 这 结果 冀 会 了 
Lucchesi fe Younger 的 定理 的 推广 情形 ;“ 若 在 有 向 图 避 中 ,周子 每 条 边 i 一 个 整数 
Ro 220, MSE OH da Sc 6 Eg Oo RET RR BSc, Ki =1,2,0", 
m) 854 E Z6 XX Ek," 

13.($7) 与 定理 18 之 后 的 引 理 3 类似 ,Schrijver 猜测 下 面条 件 等 价 : 


Ò MAREN A EREEREER nA m 时 , A k 之 2) 是 无 意义 的 。 


-162- 超 图 一 一 有 限 集 的 组 合 学 


W alH) = t) (HCH) 
(2) wy (H’) = 20H’) (H' CA) 
3 k= 1,2,3 0, Lovasz [1977] 证 明了 (1) 与 (2) 等 价 ,而 = 60 时 ,Schrijver， 
Seymour [1979] 证 明了 这 个 猜测 是 不 对 的 。 现 对 于 大 = 和 ,2,…,9| 上 的 超 图 万， 
其 这 为 
E, = X ~ {1,3,5}, E, = X- 11,4,6|, 
E, = X - 12,3,6|, E, = X - |2,4,5}, 
E,-X-1, E,-X- {8}, 
E,- X- {9} 

HER rol H) = 60r (H’) # val H) X 607^ (H), 

14.87) 证明 下 述 条 件 等 价 : 

(1) r' (HY) 是 一 个 整数 (e € 10,1]*) 

(2) z'(H)=:(H) (e€ 100,11") 

提示 : 若 (1) 成 立 而 (2) 不 成 立 ,考虑 一 个 阶 数 最 小 而 使 (2) 不 成 立 的 超 图 。 

15.(87) 由 前 面 的 习题 来 推导 下 述 条 件 等 价 ; 

(1) »UT)- c(7) (c € 10,11") 

(2) v(üT)-r'(H) (c€ 10,11") 
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附 录 


拟 阵 中 的 匹配 和 着 色 


Whitney 在 1935 年 ,引入 了 拟 阵 这 概念 ,当时 是 为 了 推广 线性 独立 这 一 概念 ， 
使 得 能 在 最 优化 理论 中 重建 一 大 批 定理 。 首 先 通 过 它 ,许多 学 者 看 到 超 图 中 的 独立 
集 可 用 来 在 Kruskal MHRA PER RAHM. Tutte, Camion 和 Seymour 证 明 
了 单 模 超 图 等 同 于 正则 拟 阵 。 他 们 还 证 明了 若 名 是 拟 阵 中 的 图 馈 ,e 是 拟 阵 中 的 元 
X. iC-eiCe€ t,e € Cl 是 Menge 的 当 且 仅 当 拟 阵 是 线性 的 , 且 不 合 
Fano 拟 阵 为 其 子 式 由 。 

在 此 所 要 考虑 的 超 图 中 的 匹配 和 着 色 等 概念 在 前 面 章节 中 已 给 出 。 

SE = [enes en E AARRE, XT SRE PHTRE IEE LE 
的 一 个 拟 阵 , 若 它 满足 下 面 三 条 公理 ， 

(1) {el €77 (i=1,2.,m) 

(2) FERF FOF CF>F EF 

(3) HEE SC E, F,F 分 别 为 含 于 S 中 且 属 于 六 的 两 个 极 大 子 集 , 则 

|Fis| F | 

M = CE,2) 称 为 下 上 的 简单 拟 阵 , 当 乡 是 一 个 遗传 超 图 .可 对 拟 阵 考 虑 相同 

的 概念 : 秩 PCS) 被 定义 为 
r(S) = max| F N S| 

由 公理 人 3) , 含 于 S RMAF SORKFRRAEBH r(S). 

TE LEE HEP RE 中 元 素 为 拟 阵 M 中 元 素 。.9 中 的 子 集 称 为 独立 集 ,在 超 图 
中 也 被 称 为 边 , 不 在 多 中 的 子 集 称 为 相关 集 。 极 小 的 相关 集 称 为 圈 。 

性 质 1 XM = (E, 儿 ) EKA r 的 拟 阵 , 则 M 中 的 最 大 独立 集 构成 秩 为 + 
的 一 致 超 图 。 

性 质 2 M — CE, ) 是 秩 为 + 的 拟 阵 ,又 若 AC 己 E, 则 MM 的 子 超 图 多 = 
IFN AIF EF, FÂ AØ EEH r, (S) = r(S) RO, 

显然 。 


Q (P.Scrmour,]. C. T. ,/23,1977,189 — 222)。 对 一 般 的 术语 和 免 详尽 的 表达 ,建议 读者 参看 辣 . 
Welsh, Matroid Theory, New York: Academic Press, 1976 — 35 ,或 参看 H. Greenberg, F. Murphy, S. Shaw 主编 的 
Advanced Techniques, North Holland, Amsterdam, 1982 一 书 中 的 R. E. Bixby, Matroids and Operations Research, 


性 质 3 XEM = (E,9) 是 一 个 拟 阵 , 则 任 一 入 BO 
4 -lIFlixliFIxzFec25| 
构成 一 个 秩 为 ru (S) = mnlk,r(CS) 的 拟 阵 。 

显然 。 

Di RE MAESTRE P(E) 是 一 个 秩 为 r(S) = 135| 的 拟 阵 。 它 的 强 独 
立 数 为 a = 1。 

Pi = lAIACE,IxlAlxzl 
是 SE) HW & 截 日 ,从 而 也 是 一 个 拟 阵 。 它 的 强 独立 数 为 a = EST E Pk + 
1 个 元 素 的 子 集 。 

H2 RR EJ AVES RIP RARE SHE PHA MUST PRÉ ICE 2) 0€ 
一 个 拟 阵 。 其 S 的 秩 r(S) 为 由 S 扩张 成 的 线性 空间 的 维 数 ,a HE 中 最 大 共 线 的 
矢量 的 数目 。 

例 3 令 G 是 一 个 多 重 图 ,五 为 如 的 边 集 ,多 为 下 中 不 含 C PHN FRE, 
(EF) 是 秩 为 r(S) 的 拟 阵 ,这 里 xr(S) 为 S$S 在 G 中 诱导 子 图 的 余 图 数 , 独 立 集 为 
G 中 的 森林 ,图 是 G PH. 

例 4 令 G 是 无 桥 的 多 重 图 ,下 为 G HMR 979 G PRT RIS WEE 
BME E.F, G-E 的 连通 分 支 数 不 增 , 则 ( 玉 ,F ) 是 一 个 拟 阵 , 其 秩 x(S) 为 S 在 
G 中 的 诱导 子 图 的 轿 秩 数 , 它 的 基 是 最 小 余 森 林 , 它 的 图 是 G PHAR. 

例 5 (Edmonds, Fulkerson [1965]) $ G 为 定义 在 X 上 无 孤立 点 的 图 .对 任 
一 匹配 V ,用 SCV) ÆRE V PRA FAX PHOS REMES PER FE 
FR SCV) PERC, F ) 是 一 个 拟 阵 ,其 秩 为 

r(S) = ISl - mxl p,(G(T]) - [T (D) 一 了 || 
这 里 5, (H) 表示 G PFA 的 奇 分 支 数 。 
例 6 WHE HTRR(A E QQ), 令 
A(Q)= JA = E 
E 中 子 集 = (tito. th]| ,车 存在 一 个 映射 : 
jGX:11,2,, kl] Q 
使 得 1 € Ak, G = 12,77, 8), KT CA, E QQ) 的 一 个 部 分 横贯 。 
(A, lj € OQRBORRBARE LW—-THE, 其 秩 为 
r(S)- |QI* min | AQ) nsi- 1I) 

LEÀXSBEEREAR IA |] € QI LORI. 

考察 由 QQ = 11,2,…,g1 和 EE = 1zzz，…z| 构 成 的 二 部 图 (Q ,FiT) ,这 
ETG)=A GEQ) 

AAS, AEREA RRE T LEE GRE THER E E LE MER 
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羽 上 的 迹 , 故 它 是 一 个 拟 阵 , 其 秩 由 Konig 定理 有 
r(S) = min( |Q - JI « IT N Si) 
= «*min(l AG) N Sİ- IJI) 

B7 E(C,,C9, C) EE HA p- 分 划 。 又 若 ccrtc BRB IS 
c, < | C, | Bf LU Hf 

$-l|FIFCE,Fz: Q,| FP Gi a H-Wi} 
定义 了 一 个 五 上 的 拟 阵 ,其 秩 为 
r(S)- Y minfa, lS NGI! 

AS 令 避 是 一 个 简单 图 ,六 2 是 一 个 整数 。 中 心 为 的 刀 星 定 义 为 :由 G 
中 与 x 相关 联 的 边 中 取 不 大 于 上 条 的 边 集合 生成 的 部 分 子 图 ,Las Vergnas 证 明 如 
下 结果 :被 两 两 顶点 不 交 的 有 星 覆 盖 的 顶点 集 S 作为 拟 阵 的 独立 集 ,其 秩 为 

r(S) = minlt|To(T) « |S- TII l 

Ao 令 f 是 多 中 的 子 集 到 N 上 的 映射 ,满足 

f(0)20 
A C B-f(A) < f(B) 
f(A U B) * f(A 1 B) x f(A) + f(B) 

Edmonds, Rota ffl Welsh 证 明 如 下 结果 3 RR XFEE— T CC SHITIs S(T) A 
S 构成 拟 阵 的 独立 集 , 其 秩 为 

r(S) = minl f(T) + [8 - TI! 

由 于 直面 证 明 的 需要 ,这 里 先 证 明 两 条 性 质 。 

性 质 4 AM = (E, 乡 ) 是 一 个 拟 阵 , 则 它 的 秩 rCA) 满足 下 列 性 质 ， 

(D r(0)-0 

(2) rClel)21 (Ve € E) 

(3) A C B-—r(A) x. r(B) 

(4) r(A U B) * r(A(| B)  r(A) + rCB) 

证 ”上述 (1),(2),(3) 是 显然 的 。 这 里 仅 需 证 明 (4)。 令 下 是 合 于 A 们 B 中 的 
一 个 独立 集 , 满 足 |F| = r(A 门 B),X& F, 是 含 于 A 中 的 一 个 独立 集 , 且 满足 
1F4|= r(A) RF, DF RRS E, EFA U B 中 的 一 个 独立 集 , 且 满 足 
| Eo] = r(A U B) Al Ea D Fao 

显然 有 E, N A = F, ME, N (AQ B) = FoF RBA 

r(A U B) = |El = | (E N A) U (Eo NB) 
= | (Ea N A)| + [O3 N BD|- |E N (ANB)! 
< | F,l+r(B) - |F| = r(A) + r(B) - r(A fB) 
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(4) 成 立 。 

注 ”性 质 (1),(2),(3),(4) 是 拟 阵 中 秩 阔 数 的 特征 刻画 。 事 实 上 , 它 亦 能 作为 
五 上 的 拟 阵 定 义 的 一 组 公理 。 

MAS XMjd—T^HBE.FCZHFUMISI& FW FU 1a} 中 舍 拟 阵 中 
唯一 的 一 个 图 。 

iE ”用 反 证 法 。 令 下 是 使 得 F 1a} 含 不 止 一 个 图 的 基数 最 小 的 独立 集 。 由 
FFU Hael 仿 两 个 相 异 的 圈 C,,C: ,显然 有 a € C, fa € Cot C MC, HR 
小 性 ,存在 a, © C- C) 和 as € C4 - Cio 

l.A,- FU lal- faras| 是 一 个 独立 集 。 否 则 考察 下 = 下- |al|, 它 是 
会 于 下 的 独立 集 。 于 是 下 U fei 包含 CE 和 A, 中 的 一 个 最 小 相关 集 , 即 F'U 
1ej 含 两 个 相 异 的 圈 且 | FI FLRS F IBBGET B. 

2. € FU lal 上 诱导 出 的 子 拟 阵 是 一 个 秩 为 | 下 | 的 拟 阵 。 由 于 | Ao | < iF], 
MA A, U taie ¥ (i = 1,2) {AK A, U la; | PERMKEC, HIE. 

3]:28 — # SEWE, F) 中 最 大 强 独立 集 0, 则 每 个 s€ S 与 每 个 。 E 下 一 
SHAS, 

证 ”事实 上 , 若 S 是 一 个 最 大 强 独立 集 , 则 r(S) = 1.4 

S = isi, S2, ,Sel 

A52 acE-S.BHTSUÍIalIE SR MAE s € S 与 a RAR 
z js ES, 由 于 4 = fa,s ,sl 秩 为 2, 故 5 与 1a,s BAS, AA PEs, 的 独立 
集 总 含 在 满足 | 下 门 A1 = 2 的 极 大 独立 集 下 中 。 故 a 与 4(k = 1,2,…,p) 1849. 


定理 1 车 M = (6,7) 是 一 个 具有 强 独立 数 5(M) 2 IE! ma, 
a(M) = p( M), 

证 EXE OSERÁABHEIES-i.uoce BE - S = 
lanan alg S pe 

由 引 理 知 存在 包含 a 的 边 Fy, FÆ E M p PDF Frar Fu 
Fygi Fps BBL, BAR p(M) < p = ECM) 

又 由 于 反 过 来 的 不 等 式 是 成 立 的 , 故 p(M) = 5(M)。 

定理 2 MEM = (ES) 是 保 形 的 充 相 条件 是 ; HEE 的 一 个 分 划 
(S1,S,,…,S,) ,使得 

F= IFCEIFz0,|FNS |S1,i=1,2,..,9| 


Q EE. FRR B. 
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证 FS, = 15,5575! ET BORA = r(E) 的 保 形 拟 阵 中 的 极 大 强 独 
立 集 。 事 实 上 仅 需 证 明 多 是 定理 中 描述 的 形式 ; 

1. OF, 是 会 s 的 最 大 独立 集 。 取 A —E- SAL FI) A,BI[ Fi] 5, 
从 而 | A;| = h-l, 

2. A, 是 A 中 最 大 独立 集 。 若 不 然 ,存在 a C A A U tal€ FS 
Ma Ss, AB RAES as 的 最 大 独立 集 FE,,,。 当 拟 阵 是 保 形 时 ,由 第 1 章 中 定 
理 15 的 推论 ,存在 F C 多 满足 

Fo DIF fY(ALU laD1U [€A: U la D Fs JU (Fs NF) 
= A, U lal U fsi} 
FR|] >h +1,25 A = r APR. 

3. 由 上 可 知 r(A) = 请 一 1, 故 任 一 最 大 独立 集 FME|LFN S | = 1. 

由 A 诱导 出 的 子 拟 阵 IURE Rh ~ 1。 考 察 它 的 最 大 强 独 立 集 S, ,如 同上 面 的 
证 明 有 | FO S,| = 1。 

重复 这 一 过 程 ,可 得 E ATOMS, ,9 S’ ERAR M 中 的 最 大 独立 
RFE 

IFN S|-1 G=1,2,--,A) 

4. 反之 ,每 个 满足 上 面 不 等 式 的 集 下 中 的 点 对 均 相 邻 。 又 由 于 拟 阵 是 保 形 的 
且 秩 为 户 , 故 它 是 一 -个 最 大 独立 集 。 

因此 了 是 定理 中 所 描述 的 形式 。 

$ A= (A Ar A) = CA. € Q) EE MEE TRSRE V B)ARTEL PUR RR RUE 
足 如 下 条 件 的 玉 PRACaG) E Q): 

(1) iAy > ali) vx a(j) 

(2a40)€A, (i-21,,7,9) 

点 ai) 是 人 的 代表 。 显 然 一 个 不 同 代 表 系 定义 了 一 个 基数 为 9 的 横贯 。 反 之 
不 成 立 。 

若 考察 二 部 图 (Q ,E;:T) HAE e Eri) Be E€ A 。 一 个 不 间 民 表 系 是 一 个 
Q BIE 中 的 匹配 的 象 。 

€ JcQ.$* AQ) = UA off Kónig 定理 ,一 个 存在 不 同 代 表 系 的 充 要 条 人 御 
是 : 

[ACS lil (YJICQ) 

下 面 的 定理 推广 了 上 述 结果 。 

定理 3 (Perfect (1969]) S M = (E,2) BRA r(E) HME, ZS k< 
CE) 是 整数 和 .7Y= (A ,A3,… A) = CALE QUEE Ig T SERE, MEE 
独立 集 


附 录 .173 ， 


F = la(illa(i) € A, Vi € KKCQ,IK|- | 
的 充 要 条 件 是 : 
r(A) lJi+k-4 (OJcQ 
iE 1. 若 存在 定理 中 的 独立 集 F MA 
r(AQ)DZIFO AGI 
miKnJlsiKl«-iJl- IKUJI 


mkeijfi-q 
故 不 等 式 成 立 。 
2. AZ, ARERR AARE B= (B, |i € Q) 满足 
ay {Be A (Vie Q) 
r(BO))Slil+k-@ (VJCQ) 


KR AU 定义 为 :对 一 切 iE€ QB CB, TR MS 是 一 个 序 关系 ,考察 关 
于 上 述 序 中 的 最 小 集 馈 % = (Bl ,B,,…,B,)。 下 面 将 证 明 对 一 切 i, 有 | B| = 1。 
事实 上 , 若 | 如 | > 1, 则 存在 两 个 点 656,56” € BE b ELS 
Bi =B -ivi 
BY, = B, - 16"! 
BY, = BY, =B, (E i251) 
HAAR DE AERTS FR QUE 
r(B'CGD« Hle &-q 
r(GB'(Q))« iJl+k-q 
于 是 有 
r(B(1))+ r (BC) )< {T+ 176208 -9)-2 
此 外 ， 
B(I)UB'()-2BOUJ) 
BDAB ƏBUNJ-{1) 
由 性 质 4 可 得 
r(B'G)D € rG')DErGÁÉDURB'GOs r (BUN B» 
zr(B(UIUJ)-«rIGGORnJ-uD) 
>| UJI+ INJ- itl+ 2k - q) 
zminelJi-2(6-9)-1 
Fi HB = (ibili E QUURB- ibl € Qj, 由 (1), 有 
r(B) = r(B(Q)) Sl|Ql+k-q=k 
MEER KCOHIKI- & RP = Ibl; € KIC 8 满足 
b; C A, (Vick) 
由 上 面 定理 ,立即 条 得 著名 的 Rado 的 定理 。 
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定理 4 (Rado [1942]) @M = (CE,9) 是 一 个 拟 阵 ,FE OTRR w= (A, 
Aj A) 含有 不 同 代 表 系 的 独立 集 当 且 仅 当 
AAD (cQ) 
事实 上 , 令 定理 3 PH & = 9 即 得 结论 。 
推论 1 AT ERE Y= (A1,A;,…,A,) 和 多 = (B,, B, BL) PAREN 
不 同 代表 系 当 且 仅 当 
lIACOnBGOIIJI* IKi-aq (YJ,KCOQ) 
证 ”事实 上 ,考察 如 例 6 PE LBS JE A PHRMA CHRD 
r{S} = q + min( | BCK) nsl-IKl) 
在 .y 中 存在 M 中 是 独立 集 的 横贯 集 当 且 仅 当 对 任 给 J C QUE 
r(AU)D- q + ma(l AG) N BKI- IKD HI 
即 得 推论 中 的 条 件 。 
推论 2 € € = (CCC) E E 的 一 个 分 划 , RBG GE 
11,2,…,p1) € — B IO c; | C, | BR BB v= (A, Ar, A) 有 一 
43b —9 i 满足 | T 站 GIS 的 不 同 代 表 系 人 HARM 


£ 
Mminles,lAQ)noltizii Goa) 


证 “事实 上 ,考虑 例 7 中 定义 的 拟 阵 M, 它 由 如 下 子 集 正己 EE 对 一 切 i 满足 
IFO Gi<e WR. RBH 


r(S) = Drinla,ls nail 
存在 . SHURA BLY M 中 独立 集 当 且 仅 当 对 任 给 J 己 QUÉ 
r(A(J)) = Y minte |A) Nc) ye Isl 


在 此 重 述 图 中 的 性 质 ( 见 Graphs, %74, ER 6 的 推论 ): 存 在 集 馈 以 = (A), 
An AQ 的 不 同 代表 系 且 包含 B CE 的 充 要 条 件 是 : 
min l A(O) U Bl.g- IB-AUDl i> IJ] (VJcQ) 
这 一 结果 将 被 推广 到 拟 阵 中 。 首 先 需要 下 面 引 理 。 
引 理 ” 令 M = (FE, ) 是 秩 为 r HME, S BEF 之 | BI URE 
5,7 IFIFCE,FUB€ X, |FU Blx ql 
定义 一 个 下 上 的 拟 阵 , 它 的 秩 为 
rg, CS) = mini z(S f B).gl- |B T S| 
证 ESCE, Si € 入 .是 S 的 一 个 子 集 ,每 个 集 下 有 
(1) F € Fy, 


(2) S CFCS 

显然 满足 | 
| | FI& min!r(S U B),gi- [B- SI 

下 面 剩 下 要 证 明 的 是 等 式 成 立 。 

M 中 独立 集 B U So 是 售 在 如 ULj S 的 一 个 独立 集 
F'RHWEIFI-2r(SUB).9 F 是 一 个 独立 集 
县 满足 

BUS.CF'CF 

|F'"|  minlr(S U B),ql 图 1 
Aah TEF = FF 人 门 S 满足 (1) 和 (2), 且 

| F| = minir(S U B) gł- IB- SI 

定理 5 (Las Vergnas [1969]) & M = (E,9 ) ERJ r NH-THE, MOB 
€ F qI |B) W EHTK w= {41,As,…,As) 具 有 包含 BB 的 独立 集 的 不 同 
代表 系 当 且 仅 当 , 

minlr(A(Q) U B) gl- LAC) -Bl> lJi (VIT Q) 

证 #RHRR TL, = IFIFCE,FUBCZ,IFUBIoiEXIBE 
上 的 拟 阵 。 i 

者 存在 :x 中 的 不 同 代 表 系 全 满足 TEZF,BCT, 则 |T| = qo 所 以 TE 94, 

RZ AGE sy 中 的 不 同 代 表 系 T € Fog M 

TUBEY ITUBl<q ITl=¢ 


RA 
TEF, BCT 
于 是 由 定理 4 知 ,存在 满足 上 面 陈述 条 件 的 了 YAR SURE...) HH 
YB,q 满足 
n CAQ)D III (WIC RQ) 
" 
minlir(AQ)UB),gi-IB-ACGQOI2ITI (VJCQ) 
4 M -(E,9) BEE = leves 上 的 一 个 拟 阵 。 考 虑 一 个 互 到 五 的 
映射 D,M 在 瑟 下 的 象 构成 一 个 超 图 闻 = (E,2 ), 其 中 
$-(e6(F)IF € 2) 
下 面 对 此 起 图 加 以 和 研究。 
定理 6 (Nash-Williams [1966]) #M = (E,9 ) BE E SIE 中 的 映射 多 下 
WE M = (E,27) 的 象 构成 , 则 M 是 一 个 氢 阵 ,其 秩 为 
r(E) = min(r(6 (A) + |E - Al) 
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证 1. 下 面 证 明 : 
marl F| = = min(r(B'(A)) +|E-Al|) 
ER, max | F | ERED leh DHe) e Ce, ) BAAR A, 
HAM 中 的 基数 为 的 独立 集 的 最 大 整数 上 ,由 定理 3, 有 
min(r( (A) + IE-ADZxR 
从 而 
maxi F | = min(r(® (A)) + |E- Al) 
2. 剩 下 仅 需 证 明 在 D FM 的 象 是 一 个 拟 阵 。 


考察 映射 
DE = le essel > E = ee sem | 
we 
M = gà 
Dle) = e GE iz) 


ES o AI ler, ZE NARRA, BUT ERAATHLRUB LEEREALAT BY SE 


中 最 大 的 独立 集 的 原 象 Fu CF ,下 面 将 证 明 Fy EF PAGS IAEA C 
E 满足 
|Fyl= r(@'(A)) + [E - A| 
下 面 简 记 E, = E- lee E 不 失 一 般 性 ,可 假设 Fu 包含 eel, m F.H 
© 知 它 已 是 最 大 。 下 面 证 明 
上 Fo | = | Ful = r(E) = r(@'(E)) + |E -EI 
我 们 将 分 三 种 情况 来 证 明 : 
情况 1 HE) = rr(E)。 由 于 
r(E,) x r(E —- lel) r(E) 
MA r(E - del) = rv(E)。 由 于 FF, 包含 el es CE 
|F- lei| 2 £r(E)-1« r(E- le b 
故 存在 一 一 个 最 大 独立 集 Foe ETES o BRE 
F,2F,- lel = Fy 
TRÉSF-FHÉ 
IF |z | 天 = | Fol = r(E) = r(@"'(E)) + |E - El 
情况 2 FE) = r(E) -1 此 时 ,每 一 个 最 大 独立 集 必 须 食 e, 或 ea 此 外 还 
有 
| Fa N Eo| = | Fo|-2 = r(E) -2< r(E,) 
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于 是 存在 点 a € Ey ,使 得 (Fo 门 Eo)U lal 是 基数 为 ~(Eu) = r(E) 一 1 的 独立 
集 。 令 FEM 中 包含 上 面 独 立 集 的 最 大 独立 集 KELAA ef 和 e ,不 妨 设 为 : 
F', = (Fy U Eo) U laeit 
显然 ,下 DF, UR Fe = Fa BA 
[F5] = [Fal = r(E) = r(@'(E)) +|E -E| 
情况 3 (Ey) = r(E) - 2 此 时 ,每 一 最 大 独立 集 总 含 e, 和 ez MA 
| Fy] = IF,j-1-2 r(E)-12 r(E 41-7 rið '(E,)} + [E - Eul 
所 以 对 一 切 情况 , Fa E F PARKE., 
S H',H oe, H EX Ep, Hx HBP 
H=H' VHV V HP 
ELEH 
H = {E UE U--UE'IE' € H',E' € H’,,E’ CEH} 
显然 HEX 上 的 超 图 。 
定理 7 E(E,S),(E,2)), (EF?) SHEER rr? 的 拟 阵 ， 
则 其 联 超 图 是 一 个 拟 阵 ,其 秩 为 
r(E) = min(r (A) e € (A) + |E-Al) 


EME Mp TENE! E, E ARB ©, EH UE BIE EG C 
E 与 相对 应 。 显 然 
M = (UE, VF") 


是 一 个 拟 阵 ,其 秩 为 
r(E)- r (E!) 十 r*(E*) +e t P(E’) 


HEG ERIT © F.IUEE MSM 仍然 是 一 个 拟 隆 , 它 恰好 是 联 氢 阵 六 , 故 
HRA 
r(E) = wept) +|E-Al) 
29 F(A) * IE- Al) 


推论 1 (Edmonds (1968), Nash- Williams [1968]) — Ff EE M = (E,7) 的 独 
立 集 去 覆盖 下 ,所 需 最 小 的 数目 是 


g( M) = 


JA 
证 ”由 定义 ， CM) 是 使 得 & 个 所 阵 M 的 联 M V M VY … V RM 的 秩 为 | 五 | 的 
最 小 整数 & ,或 者 由 定理 7, 使 得 
min(&r(A) + |E - AD) - [EI 


ACE 
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的 最 小 整数 &。 这 等 价 于 

min(&r(A) — |Al)= 0 
或 

kr(A) - |Al20 (WACE) 
或 

k > dAl (VACE,A Z8) 
故 有 

_ lAl 
&(M) = max A) | 


Azo 


推论 2 X1 M = (E,9) 是 一 个 氢 阵 ,M 中 两 两 不 交 的 最 大 独立 集 的 最 大 个 
数 ko 为 
&- eb [tA] 
证 ”事实 上 ,ks 是 使 上 个 MM RMR er (EL) 的 最 大 值 , 或 
min(&r(A) + [E - Al) 7 kr(E) 
它 等 价 于 
min( kr(A) -k&r(E) c |E- Al)20 
或 
R(r(E)-r(A))<IE-Al (VACE) 
故 推论 中 等 式 成 立 。 
推论 3 考察 拟 阵 M = (ES) 和 一 个 满足 
r(E)RR Sh So Sek, 0, Sh = |E| 
的 整数 序列 kos kyo b; 是 上 述 & 中 大 于 等 于 j 的 个 数 , 则 玉 可 以 分 划 成 g 
个 独立 集 FFF, HELF |= h(i = 1,2,…,q) 当 且 仅 当 
DREIE-A|l (YACE) 


porta) 


证 SMe ADM. EXIT. 


34, = FIFE AIFI Sk] 
它 是 一 个 秩 为 

r'(A) = minlr(A),&l 
的 拟 阵 ,和 联 拟 阵 


M =V Map 


Pet X +179: 


MAAIE| 。 于 是 
min( $r (A) + IE -A!)= IE] 
EU 
S minl r(A),& H+ |E - Al 之 |E|= Sa, = Sie’ (WACE) 
ivi i=1 joe 
因此 ， 
r(A) 
Vr- DPR LIE-A| (VACE) 
j>0 jal 
故 推论 中 不 等 式 成 立 。 
推论 4 BEH r 的 拟 阵 M = (E,2) 中 的 图 构成 的 超 图 HY 的 色 数 等 于 
— {Al 
x(H") = Ace Ir(A) 


AAG 


HE BRL, FCERAURYANMER ARR N-NAR Ar, 
A,) 是 超 图 HM 的 色 分 划 当 且 仅 当 Al ,As,…, A 均 是 独立 集 。 于 是 y (CH) = 
p(M) ,再 由 推论 1 可 推 得 推论 中 的 公式 。 

由 前 述 的 结果 立即 可 得 到 图 中 的 某 些 结果 。 这 些 结果 原来 有 纯 图 论 的 证 明 , 但 
其 证 明 较为 元 长 。 

应 用 1 (Tutte [1961] ) ”简单 连通 图 G = (X,E) KARHE k AARE 
的 生成 树 当 且 仅 当 对 XX 的 任 一 分 划 ,FP 中 不 同类 之 间 所 连 的 边 数 和 mc( 轨 满足 : 

mc; (9) ze &C| 8| — 1) 
证 1. 4 G 中 存在 两 两 不 交 的 生成 树 五 LE, on H, , 则 对 任 一 PA 
my GA zmiSi-i1 (i-1,.-,5) 
于 是 有 
mel) 2 2 mi (D SEUA- 10) 


2. SLBA RY SRUR(E,S) ,其 多 由 图 CHRP, FL. FLATS 
Roo MBRMr(A) FACE, ARG PHRESUFRAA pAn, CE 
E XB—T4M3GH 

J = {Xi Xas X,) 
于 是 有 

r(E) -r(A)  (n-D-(n-p) - p-1- |9|-1 
再 由 假设 条 件 , 有 

|E - A|> mo(9) z &(|9] - D) 9 &CrCE) - r(A)) 
故 
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| [E - A| ] 
mE 


因此 ,由 定理 7 的 推论 2 知 ,在 G PHER PAPAE AUR e 
应 用 2 (Nash-Williams [1964]) 简单 图 G = (X, E) 的 边 集 可 被 外 种 颜色 着 
色 , 使 得 图 中 不 舍 单 色 图 的 充 要 条 件 是 :对 任 给 A 忆 多 ,两 个 端点 均 在 A 中 的 边 数 
ma (A,A) 满足 
ma(CA,A) & &CLAL- 1) 
换 句 话说 ,由 G 的 边 集 为 项 点 集 ,以 G 中 的 圈 为 边 的 超 图 GC 的 色 数 等 于 


Cy me {A,A) 
x(G) = max TAT-T 


证 1. 若 G 中 的 边 被 & 种 颜色 1,2,…,k 着 色 。 令 ml A, A) 为 两 个 端点 均 
在 A 中 且 眷 以: 色 的 边 数 。 由 于 上 述 边 生成 的 是 森林 , 效 有 
mi{A,A)<!Ai-1 


k= min 


于 是 
mc(A,À) = m(A,A) +m (A, A) oc m (ALA) RCIIAL- 1) 
2. 反之 , 若 上 述 不 等 式 成 立 。 考 察 由 G IPIBSEMAETIRLIEIPECE 20, AS 
RA r(A) SH FEG PRAPUSTARA p 个 连通 分 支 (X) ,Fi),(X;, FU, 
(XE) 且 无 孤立 点 , 则 
kr(F,) - | E. | 2 &C| X; | - D mo(X,,X,)) 20 


因此 
t 
kr(F)-|Fl= S\(a(F)-1F | )20 
i=l 
或 
|F| 
> 


因此 ,由 推论 4 EAE k 色 着 G 的 边 集 ,使 得 G 中 无 单 色 图 的 着 色 。 

应 用 3 若 G 是 最 大 度 为 A 的 简单 图 , 则 可 用 | 专 | + 1 种 颜色 着 G 中 的 边 ,使 
得 G PEG. 

证 SXESORG-(X,E.XS$ACKXGSAI21HaCA,A-A- 


la i, Di 


TAT (A,A) = php Uns (A,A) + me (S sa) 


由 Nash-Williams 的 定理 (应 用 


x62 « [Ale 


于 是 存在 用 | 分 | + 1 种 颜色 着 G 的 边 集 ,使 得 G 中 无 单 色 图 的 着 色 。 
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affine plane 
anti-rank s( H) 
arboreal hypergraph 


Baranyai theorem 
balanced hypergraph 
balanced hypergraph( totally) 


canonical 2-matching 
chromatic number y (H) 


chromatic number( strong) y(H) 


chromatic index qi H) 


chromatic index( fractional) q iG) 


Chvátal conjecture 
co-arboreal hypergraph 
coloured edge property 
k-colouring 

colouring( good? 
colouring( equitable) 
colauring( strong) 
colouring( regular) 
colouring( uniform) 
comformal( hypergraph) 
r-complete( hypergraph) K7 
connected hypergraph 
covering 

covering number p( H) 
s-Covering 

s-eovering number p, (H) 
critical vertex 

r-critical hypergraph 
s-cut 

B-cycle 

cyclomatic number pH) 


degree d; (x) 


名 词 索引 


仿 射 平面 
PR s(H) 
树 形 超 图 


Baranyai 定理 
平衡 超 图 
完全 平 稀 超 图 


典型 2- 匹 配 
色 数 CH) 

强 色 数 yCH) 
边 色 数 aH) 


分 数 边 色 数 a'(G) 


Chvátal 猜测 
SACRA 
EER 
hb 
好 着 色 

均匀 着 色 
EEE (5. 
正规 着 色 

m t 

保 形 超 图 
广 完 全 超 图 KK 
连通 超 图 
LUE: 

Bi eK pC 万) 
st 
st p, CH) 
临界 点 
7- 临 界 超 图 
s- 

B. 

MEK e CH) 


BE cp (x) 


名 词 索引 - 183° 


ch2, $2 
chi, $1 
ch5, $4 


ch4, $5 
ch5, 83 
ch5, $3 


chi,$2 
ch4, $1 
ch4, $2 
chl, 84 
ch3, $4 
chi, $4 
ch4, $4 
chl, $4 
ch4, $1 
ch4, $2 
ch4, $2 
ch4, $2 
ch4, $2 
ch4, $2 
chi, 55 
chi, $2 
ch1, 82 
ch2, $4 
ch2, 84 
ch3, $1 
ch3, 81 
ch2, $3 
c2, $3 
ch5, $7 
ch5, $7 
ch5, $4 


chl, $2 
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degree( maximum) ACH) 
B-degree di x) 

B-degree( maximum) Ag ( H) 
dependent set 

(n , &.À)-design 

distinct representatives 

dual hypergraph H^ 
duplication 


edge 
Erdés problem 


Erdés, Chao-Ko, Rado( theorem of} 


fan F, 
fan( generalized) 


Fournier-Las Vergenes(thesrem of) 


graph G 
Gupta property 


Helly property 
&-Helly 

hereditary closure H 
hypergraph 


incidence raatrix 
independent set 
intersecting farnily 
interval hypergraph 


S-joint 


Kneser number ry (Ff) 
König property 
Kruskal-Katona( theorem of) 


line-graph LCH) 
linear hypergraph 
Lovász inequality 
Lovász hypergraph 
Lovász theorem 


BRE ACH) 
BB di (x) 
B- 最 大 度 ACH) 
相关 集 
(n,h,A)-if 
不 同 代 表 系 
IREA H 
倍增 


边 
Erdös 问题 
EKR 定理 


BF, 
RBC 
Fournier-Las Vergenes 的 定理 


EG 
Gupta 性 质 


Helly f ffi 
k-Helly 性 质 
遗传 闭 包 广 
sz 


Kneser 数 r,(H) 
Kénig 性 质 


^ Kruskal-Katona 定理 


线 图 LIH) 
线性 超 图 
Lovász 不 等 式 
Lovász 超 图 
Lovász 定理 


chl, $2 
ch4, $1 
ch4, $1 
附录 ,有 1 
ch2, $2 
附录 ,$1 
chl, $1 
ch5, $3 


chl, $I 
ch4, 86 
chl, $3 


ch2, 81 
c2, 81 
ch5, 81 


chl, $1 
ch5, $7 


chl, $5 
chl, $5 


chl, $4 
chi, $1 


chi, $1 
附录 ,$1 
chl, $3 
chl, $5 


ch5, $7 


ch4, 87 
ch2, $4 
chi, $6 


chl, $8 
chi, $2 
ch5, 84 
c2,$1 
ch5, § 4 


名 词 索 引 + 185 - 
matching 匹配 ch2,84 
matching fractional) 分 数 匹 配 ch3, $1 
matching number v( H) 匹配 数 vi H) ch2, $4 
k-matching number v, ( H) h- VoU V CH) ch3, $1 
mengerian hypergraph mengerian 起 图 ch5, $6 
multigraph 多 重 图 chi, $1 
normal hypergraph 正规 超 图 ch5, 86 
number of edges »n (H) RM m(H) chl, § 1 
order n(H) Br nC H) chl, § 1 
paranormal hypergraph HEREA ch5, $7 
partial hypergraph 部 分 超 图 ch5, § 1 
partial hypergraph( generated by A) HIA 由 A 生成 的 部 分 超 图 五 | 和 4 chí, 81 
complete r-partite hypergraph K, 4 广 部 完全 超 图 KL nn, chl, $4 
polyomino 多 米 诺 骨 上 牌 ch2, 84 
positional game on H H Ett RR ch4, $3 
projective plane 射影 平面 ch2, § 2 
quasi-regularisable hypergraph fl Fy 1E Sh) 8 PH ch3, $3 
Ramsey numbers R( p.q} Ramsey & R( p,q) ch3, § 6 
rank of a hypergraph r(H) 超 图 的 秩 r(H) chl, $1 
rank of a matroid 拟 阵 的 秩 LE MER 
regularisable hypergraph WT TE UR ch3, §3 
regular hypergraph 正则 赵 图 chl, 82 
regresentative graph L( H) SB LH) chl, $8 
Ryser conjecture Ryser 猜测 ch3, § 5 
&-section[ H], &- d 3 [ HE, chl, $6 
separable 可 分 离 chl, 82 
Seymour theorem Seymour 定理 ch2, $4 
simple hypergraph fet chl, 81 
Sperner theorem Sperner 定理 chl, 82 
stability number a( H) 独立 数 a(H) ch4,§1 
stability number(strong) a (H) 强 独立 数 (HD) ch2, §4 
k-stability number a, (H) ke Sar aL (H) ch3, 81 
stable set 独立 集 ch2, 81 
&-stable( strongly) DEN AE ch3, $1 
stable(strongly) set 强 独立 集 ch2, $4 
star W(x) B H(z) chl, $2 
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f.-star 

h-star 

Steiner system 

Sterbour conjecture 
sub-hypergraph( induced) 
sub-hypergraph( partial) 


transversal set 

k-transversal r, (H) 

transversal( fractional) 

transversal hypergraph T,H 
transversal number 7(H) 

transversal number( associated) r (H) 
transversal number( greedy) z(H) 
k-transversal number c, (H) 
transversal number( fractional) +t" (H) 
Turán number T(n, p.r) 


uniform hypergraph 
r-uniform hypergraph 
unimodular hypergraph 
unimodular matrix( totally) 


vertex 
vertex-colouring lemma 


Pf 

à-R 

Steiner fk 
Sterbour 猜测 
顶点 诱导 子 赵 图 
部 分 子 超 图 


RAR 

k- IRR eL (H) 
PERR 
MRBAT.H 
BR EH) 

关联 横贯 数 vH) 
TERR (H) 
BUE r, CH) 

2 BUR r° (RD 
Turan X Tín, p.r) 


一 致 起 图 
r-— BR 
单 模 超 图 
全 单 模 上 矩阵 


顶点 
顶点 着 色 引 理 


ch4, $1 
附录 ,$1 
chl, $2 
ch5, 81 
chl, $1 
chl, $1 


ch2, $1 
ch3, $1 
ch3, $1 
ch2, $1 
ch2, $2 
c2, $2 
ch3, $4 
ch3, $1 
ch3, $1 
ch4, $4 


chi, $4 
chi, $1 
ch5, §2 
ch$, $2 


chi, $1 
c2, $1 


R 

N 

Ø 
lal 
(Vx) 
(dx) 
aca 
aGa 
AUB 
ANB 
A-B 
ACB 
AGB 
AxB 
(1}=>(2) 


(?)- dd 
q gl( s - q)! 


= g(mod &) 


常用 符号 “187 ， 


实数 集 
EISE tk 
空 集 
REA 的 基数 
对 每 一 个 x 
存在 一 个 工 
u 是 集合 六 的 一 个 元 家 
a 不 是 集合 A HICK 
A ALB 的 并 
A ABN 
A M BE A 中 但 不 在 中 PATEE) 
ABBRTS 
A 不 包含 在 B 中 
A B| B REFERAR a,b) 的 集合 ,其 中 a € A,b C B) 
(1) fi (2) 


LS FE 的 二 项 式 系数 
整数 p KTR 同 余 等 于 4 
不 超过 上 的 最 大 整数 


AFETE 的 最 小 整数 


第 i 行 .第 j; 列 元 素 是 4, 的 矩阵 
矩阵 (ay ) 对 应 的 行列 式 

X p MARAK 
矩阵 A 的 转 置 矩阵 


对 于 留 中 的 一 些 特 殊 符 号 ,可 参见 :C,Berge,Graphs,North Holland, 1985, 


习题 解答 


KEAR | BAS 


为 了 节省 篇 幅 , 在 此 不 再 将 各 章 的 题目 重复 抄 一 遍 ,仅仅 写 出 题 号 
加 以 解答 ,其 次 有 不 少 题 有 多 种 解法 , 仅 按 我 们 的 观点 取 最 好 的 一 种 。 事 
先 加 以 说 明 。 


习题 解答 + 191: 


第 1 章 BARS 


1. $ G = (X,E) 是 一 个 简单 图 ,假如 它 的 对 偶 G” 也 是 简单 图 。 于 是 对 任意 
vEXX, 有 dolv) = 2。 从 而 GG 是 轿 的 并 , 它 即 为 所 求 的 条 件 。 


2. & H = (E, E, "s En) AX EARS, 

(1) 由 五 的 定义 ,可 令 关 的 项 点 依 序 排列 在 线 世 上 如 下 :ziyzaz，……zre 再 由 
H 是 简单 超 图 ,从 而 A 的 边 互 不 包含 , 故 可 把 边 五 | E, En, 依 序 排列 在 LL Eo 
FH MARA = (XX ,XX ,…,X, ) 中 的 顶点 el ,es ……ew 可 依 序 排列 在 
RRA 上 ”上 ,使 e, SE, 相对 应 ,i = 1,2,--,m AS x 相关 联 的 边 在 L 上 依次 
相 邻 ,不 妨 设 为 E, EL voc E aX, PRA Re, ee, TEL" 的 一 个 区 间 
上 ,从 而 XX 为 L” 的 一 个 区 间 , 所 以 晶 ” 仍 是 一 个 区 间 超 图 。 

(2) 由 子 超 图 的 定义 ,对 ACX ARR 

H, = (E N Alij & mE, N A+ ø) 

因为 区 的 顶点 依次 排列 在 线 L E , 故 A 中 的 顶点 也 依 序 排列 在 L 上 。 又 因为 EE 为 
L iB — XI OBSET. X), E; NAA OR WE (1 A 为 L 的 一 个 区 间 ( 相 对 
T A)AT FL 仍 是 一 个 区 间 趟 医 。 


3. (1) (KG) = ri() EGG? l= aK) = (* 7T), 


4. 首先 指出 在 本 题 所 叙述 的 Hilton 的 结果 的 条 件 中 ,必须 加 上 简单 超 图 这 一 
条 件 , 否 则 结果 不 一 定 成 立 。 
下 面 由 Hilton 的 结果 来 推导 EKR 定理 。 设 H = (EE... En) AX Ea 


阶 简单 超 图 ,其 秩 r5 HEX LEE |= r URE = E SEL ~, 则 在 


X - E, 中 任 取 > 一 |E | RIT RE, E, = E UF. T.H = (EE, 
VE) eX Ehn 阶 简单 r- 一 致 交 超 图 且 满 足 m(H') = mCH)'X H' Ri Hilton 
的 结果 有 


7 n-li 
m(H) = mH) « (^1) 
故 EKR 定理 成 立 。 


5. iH = (E, ,E; SUEQ) 是 简单 超 图 。 令 F, = X-E,H' = (E,,E,,, 
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E, ,F,, Foata Fn) M EN F; = Ø 当 且 仅 当 i = jot H 满足 定理 6 NRE, 
从 而 有 
|EIC IE, 
>| E, ) <1 
即 
Shei) <1 
6. 首先 由 已 知 条 件 有 : 
(1) E; Æ Ø, BA H HEX,X -E z O,SWE UE, = X; 
(2) E; C E, (j E b), 
E, € X - E. BME, N E, = Ø, 
X — E, CE, SH E, U E, =X, 
X-E,CX-E, SME, CE; 
(3) (EDU (U(X - ED x. 
由 (1),(2) 和 (3) 4n, H' 是 一 个 简单 超 图 。 
下 面 令 
E, = E, (i = 1,2,^:,m) 
E, -X-E,, (i-mctl,m-t2,-,2m) 
F,-X-E! (i21,2,,2m) 
于 是 , 超 图 H = (EE E m Fa Fart, Fu) 满足 定理 6 的 条 件 , 故 有 
e E OIFIV 
Ee) 


注意 到 | 五 ,| + 上 FE | = n, 故 有 
n E 2m n -1 
2m (, 751) «(qz <1 
所 以 有 
1 n 
m = m(H) = Slin) 
令 X 为 满足 |X| = 2 -2r 的 顶点 集 。 令 HHX Er- 一 致 超 图 ,满足 E, € 
Hex - E, & HREH MERKER #HmlH) = 1 (7) 2 (7) aoi 


中 不 等 式 可 达 。 


7. 首先 指出 题 中 条 件 ( IL) 是 多 余 的 , 它 可 由 条 件 ( | ) 推出 来 。 在 圆圈 上 规定 
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味 时 针 方向 为 正方 向 , 洛 着 正方 向 每 个 园区 间 有 起 点 和 终点 。 又 由 于 (站 ), 池 中 任 
两 个 区 间 不 能 有 公共 起 点 。 于 是 由 ( i ) ,在 圆圈 上 每 一 个 点 至 多 作为 一 个 圈 区 间 的 
WR MA mn 


[oh | = no 事实 上 易 证 :车 | A| = n MAT xu». 


8. 设 :Y 中 的 轿 区 间 排 成 非 降 排 序 | AL] LAS |n x | ALI LU 
2-|4|+l ne |A|l+t+l ， 
AL Sat C622 
HCI) ACI) 知 ,A1 (1 A 只 能 有 唯一 端点 与 A RUSO EC X da Cli ) LA, NA; 


均 相 异 , 故 有 m «21A | - 1.9 p WHR AL] > BOIS ES kM pL AL. 


4A > S Ep 0. 


M p = 0 时 , 则 由 本 章 习题 的 第 7 题 知 , pA) = yy = mn 
当 p > 0 时 ,出 
m p _ . m 
Xx. 


] pr 


i=} i=l 


n —-| A, i+ 1 
£41 LAL! 


:=1 


MES 


<= + CLA, l-l)=n 


9. 本 猜测 至 今 尚未 解决 其 主要 文献 有 : 

[1] Frankl P. Families of Finite Sets Satisfying a Union Condition. Disc. Math , 
1979,26(2):111 ~ 118 (MR#80i:05002) 

[2] Daykin David E,Frankl P. Sets of Finite Sets Satisfying Union Condition. 
Mathematica ,1982,29(1):128 ~ 134 (MR 4 84a:05001) 

关于 这 猜测 的 已 知 结果 : 

1) (E.K.R.,1961) 举例 说 明了 —2,: = 1 是 一 例外 ; 

2) (Katona,1964) k = 2,21; 

3) (Frankl,1976) k = 3,t = 2; 

150 ' 

5) (Frankl,1979) k z6,tx(et17 QU '- «1-1. 


4) (Frankl,1979) & >2,1 «€ 


10. 对 HD FAFA LEA m H) = 工时 ,命题 成 立 。 下 面 假 设 对 小 于 
m = m(H) 的 所 有 遗传 超 图 成立 。 令 A 是 于 中 具有 形 如 A = EE UF 下 的 极 大 子 集 ， 
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HPE,FEH.> 
SB={ElIECH AHFC HPEUF= Ai 

由 于 OH Gee A UME R ECS, fPEIEUF-AHBHBEL|F- ØA i 
E,FRMEL(A) 中 的 顶点 e,f ME MEL(H) 中 , 马 中 的 边 所 对 应 的 顶点 被 一 
匹配 完全 覆盖 。 

EH = 了 椰 , 则 命题 成 立 ; 

BHABWHA-SHRAREAR BRE MECH-BE CE. E 
& H -4,0 E C 区 从 而 存在 已 CHE UF = AHA BRAKE, AE 
UF =A,MEC J,X S EC H - AJ FIB.HUT m(H-B)<m = mH), 
由 归纳 假设 ,L(H 一 d) YEXE— P VE BOTE BR Ar AE ES PA BrA8 TRU BR 
命题 成 立 。 


11. oH = (E,,E,,,E,) EBX = [zorat 2, | EWR G x, 
zarr, 从 左 到 右 排列 在 线 工 上 。 考察 H’ = (X, X, X) BIC 
11,2, 21, IX, lj EJI ÆR PTR MERRY, REILX 0 X, 5 0. 
令 jo = mini; ! ,ko - max tj t , 则 X, NX, A OoAMMAE t € 1,2, m1 tE 
f$ e, € X, Me, € X, Mio. vmi, (CE BUT. HERMES AHER; EJ, 
有 X € E,。 所 以 £, € DX; «ik H' 具有 Hell 性 质 。 


12. & E, = lz € Nix =a, mod mil (i = 2,4, X = ÜE MH = 
(E,,E;, E) AX 上 的 超 图 。 因 而 由 初等 数论 知 
a; =a, mod g.c. d. (m; ,m;)&E, (| E; € € 
故 方程 组 有 解 , QE 天 OE, N E, A OM MME T HAA Helly 性 质 。 
下 面 用 定理 10 的 推论 来 证 明 ,为 方便 起 见 , 记 
(a,b) = g.c.d.(a,b), [a,6] = £.c. m.(a, 5) 
对 任意 A -inmmlcXJ-l5llEAlz2,;-212,,&.Vi€J, 
E, 必 会 下 列 某 个 FE G = 1,2,3): 
E = ini t rn n) >Olr € NI 
En = In, t+ r(ny — ni) >Olr € NI 
BE’, = In; * r(n4 — nj) > 0l r € NI 


于 是 要 证 QE, # @ ,只 项 证 明 ÎE z Ø TEREA, 
E (| E; DF, = Ini t k[n3 - nonm- mde € NI 
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E, QEG DF, = |n, t k[n3 7 nouns- n1]l & € NI 
故 要 证 E, AO. RESI Fi N Fe # 0 Sui, 

F, Q FOG ns — ning 7 nililm nin = nil) | (n; -2) 
而 后 者 全 成 立 。 到 此 我 们 证 明了 HAA Helly 性 质 , 命 题 得 证 。 


13. 因 简 单 图 两 条 以 上 的 边 交 非 空 必 交 于 一 点 ,或 者 由 定理 10 来 看 ,满足 
|E, N A | 之 之 3 的 边 不 存在 , 故 结论 自然 成 立 - 所 以 本 题 无 论 按 定义 或 按 定理 
10 均 是 平凡 的 。 


14. 应 用 Frankl 的 引 理 ,可 假设 H 满足 
FC€[H-H(x)l], > FUix!i€H © (*) 


下 面 如 同 定理 14 中 的 证 明 一 样 ,对 Alm 作 双 重 归纳 。 当 r = 2 m = Aale- D 


Aen (Hh) 之 zi 当头 = (*\= 1 时 , 即 z = 7 时 ,m([H], 02 7, }= r, 
结论 成 立 。 


*] —HI SIE, H, = (E- {z,tlE c H(21)) AE m (OD) 2 (7 7 1). 


ERRE (OH) < (ZII) M 


m(H- H(2y))= mGD - OD) > (7)- (27 De (77!) 


r-l; r 


由 归纳 假设 有 mH - Hx) (ZI ]。 又 由 (x ) 有 


r-1 


m(H,} z mOH- HB(Gxz21-0z (775) 


矛盾 。 故 必 有 m) > (|)。 下 面 应 用 归纳 假设 有 


m (CH 2 (7 71) 
于 是 有 


mQH].4) Ze mH) + mH IL > (t1 (=)= (, Z ) 


15. 4m =2,3N, A ELE UE d(2) =2,d(3) = 3 RW m 24, G X 
孤立 点 时 ,由 定理 18 知 ,满足 题 中 性 质 的 XE X |< Z ] , 且 上 界 可 达 。 当 中 
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含 上 个 孤立 点 e1 eise 时 ,将 它们 从 G 中 除去 得 图 G'。 由 上 讨论 知 ,存在 满足 
题 中 要 求 的 X, 且 | X'l«c (225 Jems X MF Se, MMMM DU e E, 
一 {zx; | (i = 1,2,°,R)o TÆ X U ERTE TE 1 可 作为 满足 题 中 要 求 的 多 , 且 
, -kV m? 
II= xls = (%54) Je [7] 
" | 
m 
dlm} = ES (m z 4) 


第 2 章 ”横贯 与 匹配 


1. 本 题 结论 不 成 立 。 例 如 FH 是 一 个 星 或 末 是 一 个 m 条 两 两 不 相交 的 边 构成 
的 超 图 , 均 可 作为 它 的 反例 。 


2. 


Hi Hi 


Hy 的 对 个 超 图 Hy 为 + = 4,n = 10,m = 5 的 一 个 4- 一 致 起 图 。 其 (H) 
= p(Hi ) =3 = | 和 | 笠 |]]|, 故 当 ; 为 偶数 时 ,上 界 可 达 。 

Hy 的 对 个 超 图 H, 为 r = 3,n = 5,m = 3 的 一 个 3- 一 致 超 图 ,其 (Hy) = 
pHi) = 2 = [324 io 为 奇数 时 ,上 界 可 达 。 


3:61 | 
对 于 一 般 的 >, 这 里 不 再 举例 , 它 均 有 达到 上 界 的 极 超 图 。 详 细 情况 ,读者 可 参 
看 Sterboul F. Sur le nombre transversal des hypergraph uniformes. Disc . Math , 


1978,22.91 — 96 的 厌 始 论文 。 


3. 分 两 种 情况 说 明 : 
(1) Hn -— 2m X = {ros ri mud WM OSa SIm 一 1,4 
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E, = x, xa ie] 
其 中 下 标 对 2m BUR H = (EE sc Ed) WHER a (Oa 2m -1), 
X, 恰好 含 在 三 条 边 EE,i ,BE, E, 中 ,从 而 玉 是 一 个 3- 一 致 3- 正则 超 图 。 任 取 H 
的 一 个 模 贯 S, 考察 点 对 zz [zi Tr) tuiim FAET 
a (0 和 ca 所 27m - 1) 使 得 工 ,zi & SW E, = Ix, ms Earm lo Ens = 
xen > Zuruets Xu] BS 为 横贯 知 ,zs ,zornrt € SMISE mA rH) m, 


所 以 z(H) = m = [2]. 


2 
(2) n =2mt+1oO X = |xq,xí,7 Law 9) Wa glm -2,4E, = 
ix, Letts Leen ts ME ER = [Yr Eas tt t+ Eo = yo xi zu bE, = {31 3 To 


yl H = (Ep, E re, Em E) WER H Æ 3- 一 致 3- 正则 超 图 。 设 SEH 
的 一 个 横贯 ， 考察 点 集 |zi ,| 123 ,Tmt2 | atts {x Lami bs | x. , xo le S 
(1) 类 似 可 证 :对 a (cas m 2) Æ x, Lem & SW taris Larm E S5. 
Bi xa i252 & S.D EB EL. = Enis Em Eim Em = yzoyzw BSA 
横贯 知 ,zx, E SHx Rye SE y rox, & SEE, = {ysi talh En = 


ltn Zn sn] RS PHAR 21,244 € SoA SIS mx cH) « (5 ]- 


m ,Bk c(H) = m = [4]. 


4. 令 G = (T, S;)T) 是 一 个 二 部 图 ,其 工 中 点 与 S 中 点 相 分 当 且 仅 当 此 黄 点 
属于 五 中 的 某 一 条 边 中 ,所 以 G Ix B REL HL, 的 边 。 下 面 仅 需 证 明 G 有 人 饱和 个 中 
所 有 点 的 匹配 即 可 。 任 取 ACT, 令 Y= A 了 UTo(A)。 考 察 部 分 超 图 Hl = HY 
= (EIE € H,E C Y), HAA, H, 有 一 横贯 T BITIS ly|2 = 


LJA U Fe(4A)|。 令 Te = T, U(T- A) BRE EC HEET NE= ØM 


A(T-A) NE= 0.8, G 的 定义 知 (S -r(A NE= 0, ATi ECCAU 
l';(A) = Yo 由 于 T, 2H, OAR KENT, x OLATE E) Tz 0,718. 
BMEBECH HAT NEAOHT, HE—TEBIST OH 
BR ,所 以 有 

¢={(TI<iTl=|ITUCT-A)I<|T/+/T-Al 


<=|AUTS(A)|+/T-Al 


1 
2 
iAl [T5 CA] )t:- | AI 

&|T; CA) 2 | A1。 由 Konig 定理 ,得 G 中 有 饱和 TT 中 所 有 顶点 的 匹配 。 
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S. (1) 由 第 1 章 定 理 15 的 推论 知 ,要 证 P 是 保 形 的 ,只 需 证 对 任 给 的 Ei E, 
E, € P> 存在 E € P, ERE (1 ES U (E: N E) U CE N E) C E BMT, 
现 对 情况 最 为 复杂 的 情形 :E, N E: (1 E; 4 Ø WER ,其 余 情 形 则 可 类 伏 证 明 
从 而 略 。 
如 图 (a) 所 示 ， 其 中 打 负 线 的 部 分 从 表示 
A = (E, N E) U (E, Es) U (Es N ED 


(2) (b) 

Tj P rp 81592999 PER fac P BOARCACREUE KA PHRAM REA AMIE, 
必然 全 部 落 在 剪 残 棋盘 中 。 于 是 在 剪 残 棋盘 中 存在 一 极 大 矩形 EDE DAMP 
PIE X EC P. PARE. 

(2) 考察 前 残 棋盘 的 左边 界 , 如 图 人 b) 所 示 。 图 中 打 “* ”处 不 属于 该 前 残 棋 
oF (b) 的 假设 不 失 一 般 性 。 在 极端 情况 下 , 上 下 两 个 ^* ”就 是 棋盘 的 上 .下边 
界 。 用 反 证 法 ,于 是 dp(w1) > 1。 从 而 必定 存在 另 一 个 与 v 相 邻 的 小 正方 形 v3, 
v, 属于 剪 残 棋盘 。 同 理 ,由 er(fva) >1 知 ,存在 前 残 棋 盘 的 另 一 个 与 o, 相 邻 的 小 
正方 形 we 如 此 一 直下 去 ,由 ap(w) > 1 知 ,存在 前 残 棋盘 的 另 一 个 与 v, 相 邻 的 
小 正方 形 vL AHR Eois 属于 同一 条 边 。 故 再 
由 dp (wi) 沁 1 知 ,存在 前 残 棋盘 的 另 一 个 与 v'| 相 邻 的 小 正方 形 v^, ,这 一 过 程 
一 直 可 进行 下 去 ,直到 棋盘 右边 界 为 止 。 但 此 时 v, (1 DUE — AR LE LFU RHA 
的 边界 上 必 有 一 点 度 为 1。 

(3) $ P, = 也 ,由 (2) ,存在 zi ,使 得 dp (xi) = 1,z EE; 

Pi = PQ,-izir€ Ex & Po 中 其 他 边 | 
由 (2), 存 在 za ,使 得 dp (21) = 1, 且 x2 € Enayi? 
. Pa = P,- lelr € Ense & P, 中 其 他 边 | 
由 (2) ,存在 Bye ,使 得 dy, (25,3) = 1,B z € Ey HEX P, RP... Bf Ei 
& Pi.) , 故 这 过 程 直 到 P rptu ERE AK IE MEFE zi za，…zw， 使 得 zi C E, 
对 ;= s.m 成 立 。 
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6. 对 半 凸 棋盘 X, 的 行 数 进 行 归纳 证 明 。 当 上 = 1, Xon 上 超 图 Pi 仅 有 一 
RAM Xi、。 中 的 任 一 点 构成 S; 即 可 ,假设 行 数 小 于 LB ni PURSE Xan CU 
之 2) 是 任 一 个 TRER, P, HELE X, EIE A X yw BER 
Xom 中 第 一 行 后 得 到 的 半 凸 棋盘 , P HAMA HARP, 具有 强 独 
立 的 横贯 集 SE S- 基础 上 构造 P, 的 强 独立 的 横贯 集 S 事实 上 E 
半 凸 性 , 义 ,。 的 第 一 行 与 第 二 行 小 方 格 之 间 的 关系 必 为 下 列 6 种 情况 之 一 , 见 下 


图 。 
e| SI] 
Pt LL LI ] 
情况 2 情况 3 


情况 1 


在 情况 LPP, 的 边 不 增加 , 令 S, = Si ;在 情况 3 和 情况 4 中 ,P, kP 增 
加 一 条 边 , 令 S, = Sa U 1zx1; 在 情况 2 和 情况 6 中 ,P, eP 至 多 增加 一 条 边 。 
当 不 增加 时 , 令 S = 3 EMS S = SU ly PLS PLP, EP, Bw 
加 一 条 边 , 至 多 增加 两 条 边 。 当 增加 一 条 边 时 , 令 S, = S,, U tu|; 当 增加 两 条 边 
时 , 令 S = SU {vl, 其 中 zx,y,a,v 均 已 在 相应 的 图 中 标 出 . 易 见 构成 的 S, 均 
满足 题 中 的 要 求 。 


7. n ^ Aid A X = 11,2, n1 88 i IP UACEB BCEEL ERR SR GIO E; E; = 
0,9 H - (EE, ,E,) Æ X EMA RRA ij, lE P) E.| = 1.8 
AE, ZE GWE, -E ,于 是 由 条 件 知 ,1 = |E, N E, |= |E,| = |El 
4 E, = |k, RE E, NE = OF Ra HES PEERK, E m(H) 
= n(H) Pru aie FRSA: 

(iJ HÆ, zc 3 的 射影 平面 ， 

CI) H 2 CHI,IL2I IL3I sd baal)un md 

Cil) H = C12 01,3] 7,411, 1,12,3, 7, 1), 23. 

BSE i DARE ARIE A HL en RH PUA X 
B\X|=P-r+1 (r23), ERAMATE r RUE AA x- 阶 射影 平面 的 存 
在 性 可 转化 为 在 并 上 正则 简单 图 G, 且 满足 对 任意 u,v € X. d 
| Nolu) 1 Notu) | = | 的 存在 性 。 

任 了 到 一 顶点.r E 外, 令 Nor) = fy. boa 


a 
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| Ne(z) N Nely)|=1 
d yos vd Æt 1- 正则 图 ,又 因为 + 之 3， & Ai = Ne Vo, 
wets tl AGS z CA, TER 
|NcGO N No(z)| 2.0 
这 与 | Ne(z) N Nc (| = 14877 RU GREE, ATA HIIS BE EEr- Bratt 
影 平面 。 
Xi i) ,注意 到 i & E , 即 每 个 人 的 朋友 集合 中 
不 能 包 会 它 自己 。 但 在 (ii ) 中 的 1” AW PRAT 
的 朋友 , 故 H 不 可 能 是 (ii ) 中 的 超 图 。 
所 以 HEE, i) 中 定义 的 超 图 。 其 中 "1 ”的 
朋友 集合 为 12,3,…,n|。 
“友谊 定理 ”有 时 也 称 为 "村 长 定理 " 1” 就 是 
这 个 人 群 中 的 “村 长 ”。 若 用 图 来 描述 这 个 定理 ,两 个 
大 互 为 朋友 时 则 用 边 连结 ,否则 就 不 连 边 ,如 此 构成 
GW GL Í2,3, n1] T— th 1- 正则 图 , 故 — 


定 是 奇数 .图 G 如 右 图 所 示 。 1 
第 3 章 ”分 数 横贯 
令 pir) A H H-T HR,HA 
LORI) 


d(x) 8H A 个 有 - BR, A 
2440) = = n(H) 
Wi plx) + glx) 是 互 的 一 个 (& + A)- ATU 
trea (H) & alH) + 2, (H) 
BD c, CH) 具有 次 可 加 性 。 由 Fekete 的 定理 知 ， 
再 由 定理 上 知 ， 
int ED = min FD = r'(H) 
KB 


Tr’ (H) (k>) 
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(Fekete 有 关 极 限 的 定理 ,读者 可 参 风 有 关 的 数学 分 析 的 教材 。 例 如 : 许 绍 溥 等 
编 . 数学 分 析 教 程 .南京 大 学 出 版 社 . 第 921 90) 


2. 4 p(E) 为 五 的 一 个 * 匹配 , 且 
pE) = v (H) 
qCE) 为 五 的 一 个 上 匹配 , 且 
人 fa(E) = = wCH) 
则 pCE) + qCE) 是 是 的 一 个 (k++)- 匹配 。 所 以 
w (H) & v, GI) + v, (H) 
即 关 于 - n (H) 具有 次 可 加 人 性。 由 Fekete 的 定理 知 ， 


CAE eig AD Ls (oe o) 
再 由 定理 1 知 ， 

sop UD o ED e (gp 
故 有 

ACD L (H) (ke) 


3. 用 反 证 法 。 设 存在 p< kB 
aD < r(H) 


BI 
e, (H) < pe( H) 
B n H) 其 有 次 可 加 性 , 故 有 
™ (AH) S c, CH) + c. ,(H) € pr( H) + (k - p)r(H) = kr(H) 
于 是 有 
t(H) > = nUD 


SRF MoM. 


4. 对 任意 ，E Nd n CH) 的 次 可 加 性 性 质 , 有 


ta (H) .su(H) mlH) 
hs 


r (H) <4 ks k 


于 是 ,对 任意 的 : € NR 


s< =r'(H) 
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ne CIT) 二 7’ (H) 
5. 必要 性 。 若 存在 两 个 不 同 点 z,y € X, E H(z) C HC), B HCx) x 
Hy), A E € H(y) - H(z), TOMER E € H(x) WHE’ € HCy).$ 
H RPH PEHE CN e; 之 工 次 所 得 的 超 图 , 则 
du(y)9 5, ke D tl2dg(x) 


E,C Hy) E,€H(z) 

故 H ASE AT EW. 

充分 性 , 设 晶 = (EE... EB, )o FARERNE EC 互 均 存在 一 个 含 刁 且 黎 
3 X B9 H PLA M。 事 实 上 ,车 E 的 左边 有 不 属于 下 的 点 , 设 z 是 其 中 最 靠近 玉 的 
Buy 为 五 中 最 左 的 顶点 , 则 存在 E,,€ AWE C E,,,E,(|E- 乡 。 这 是 因为 
若 不 存在 如 此 的 Ei., , 则 可 推出 Hle) C Hy) 且 H(x) 4 Hy) XSF 
盾 。 类 似 地 可 找 出 ES ，… 直 到 左边 没有 中 的 点 为 止 。 同 样 , 若 E 的 右边 有 不 属于 
E 的 点 ,可 找 出 边 E, ,E' ，… 直 到 右边 无 X PAR ALI 

Mz! By Er EE, Enn | 

则 M BRAE E RBS X 的 匹配 。 

4 M, 是 上 述 方 法 构造 出 来 的 含有 E, HEA X OR (i = 1,2,--,m) H 


= (JM, MH 是 一 个 正则 超 图 ,有 名 2o Lott H RERTIERIBS. 


6. 为 了 证 明 本 题 结果 , 需 参考 有 关 文 献 中 的 两 个 定理 。 现 人 氢 述 如 下 : 
在 文献 “Csirma J. Stochastic Functions on Hypergraphs. Combinatorial Theory and its 
Applications, 1970,1:247 一 258" 中 有 如 下 结果 : 
定理 & Xf X EREK H = (EE, En) PRER SH: 
(1) 万 是 可 正则 的 
(2) 不 存在 X EASE PARK p(x) 使 得 
p(X) = 2,5) =0 
P(E) 20 (WH is m) 
P(E) 之 0 (WAT iS m) 
TE SCHR “Berge C. Regularisable Graphs (I, I). Disc. Math ,1978,23:91 一 95" 中 有 
如 下 结果 : 
定理 B XE r -AMH = (EE En), FRERE: 
(1) 万 是 拟 可 正 出 的 ; 
(2) 不 存在 X 上 的 实 值 函数 p(x), 使 得 
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p(X) =0 
plE,) > 0 Gt- ism) 

下 面 来 证 明 本 题 结 果 。 由 题 中 假设 可 知 ,对 任意 z,y € X,3X4 I, = LRA 
N= 0.9 I R X ffe IFIBS I, 所 得 的 分 划 。 在 [中 的 每 个 类 中 取 一 个 顶点 组 成 
的 集 A C X。 注 意 到 每 一 个 到 中 的 顶点 在 日 中 的 度 均 相等 , 故 若 瓦 是 非 可 正则 的 ， 
则 由 内 诱导 出 来 的 子 超 图 H, 也 是 非 可 正则 的 , 且 |A| > 1。 由 定理 A 知 ,存在 一 个 实 
值 函 数 p: A 一 民 , 使 得 

p(A) 20 

plE 门 A) 之 0  QU—U ism) 

PE A)>O (CAT i< m) 
SECA BRE p(b) > 0 的 一 个 顶点 。 又 令 


un = p(x) + AH x mre A- ia 


b{z) =0 对 一 切 z € (X- A) U ibl 
AH = H- H(b), Ce MEX = X- 16} 土 , 且 满 足 
p(X’) = p(A — IbD + p(6) = 0 


PCE) = E NA)+ 2 |e mAI>0 (WHE EH) 


于 是 由 定理 B,H' 是 非 拟 可 正则 的 ,这 与 假设 矛盾 。 


7. 令 r- 一 致 超 图 H = (E, Enne, En) RIEF LOT) 中 的 顶点 集 为 X = 
leise tes EUH PROPER M 对 应 于 工 (五 ) 中 的 独立 集 SÆ LOT) 中 两 个 顶点 均 
XE X'- S 中 的 边 中 去 ,得 到 二 部 图 G = (S,X’ - 3S)。 由 假设 知 H 中 的 每 条 边 至 少 
与 其 余 > 条 过 相交 , 故 对 任意 eE S,A dole) >r ABF HE r 一 致 超 图 , 故 对 任 
意 EX -S,44,(p<—r fru 

riis Fidele) = melS,X - S) = mc (ST GS) & rl Ts (S)] (*) 
" 

ISI [Tc GE s [Puan (S) 
车 对 任意 独立 集 SA 

ISI « |T.o5CS)] 
则 由 定理 10 A, LCH) 可 正则 。 若 存在 独立 集 So ,有 

| So | = [T(S_)| = I Tran (So) | 
由 (* ) 可 知 , 对 任意 e E S,d;(e)rlE&d;(f)-r,Vf € X -S mA 
Te (So) 5 X' - 9 -Tefso) 之 间 无 边 。 又 不 失 一 般 任 ,可 假设 互 是 连通 的 .和 否则 ， 
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仅 需 分 别 考虑 其 各 连通 分 支 即 可 。 故 有 和 - S, = Tc(So), 且 G 是 r- 正则 二 部 图 。 

4X = US = bl, PY = Ve = by Eom 2 E X, AF do (x) 22, 
故 存在 边 EWE C EME GM TER r€ Y, iX YA H Ær- 308 
图 , M, 是 匹配 , 故 |X|= >| Sol. 

MAC) 有 

[YL= r[X'- S |= rire(Ss)|= rl S.l 

MX = YM Vig (So) PAW WEE FiFi € H- Mi, Fi NF, 55 OMT 
—@lLY| <r} Sol = EXEEIBUK L(H) = G 是 正则 二 部 图 。 
fk EAA, LCA) 是 可 正则 的 。 


8. 由 于 G 是 连通 非 二 部 的 可 正则 图 , 则 由 定理 10, 对 任意 G 的 独立 集 S, 有 
Ire(S)|> |S] 
对 于 每 个 含 G 作为 部 分 子 图 的 图 G ,G’ 中 的 独立 集 S 也 一 定 是 G 中 的 独立 
集 , 故 有 
[Te (S) 1S [TeCS)} > (S| 
又 由 于 G 是 非 二 部 图 , 故 CG 也 是 非 二 部 图 。 由 定理 10 可 知 ,G’ 是 可 正则 的 。 


9. 首先 由 第 1 章 中 的 定理 3 对 万 有 


m(H) < SUCH 
X BEST c (OH) = a/r RABE 14 的 推论 3 有 rT Ds (r-Dv(H 
于 是 有 : l 

eH). n mn m 


"(M2 TAT are -D a1 


10. 对 第 2 章 $4 中 图 8 的 例子 :r( 万 ) = 7,» (H) = 6,m(H) = 12。 显 然 有 
. GGDY _ 7. (e'GDY 
WH) = 6 > AT) 7 Vs "UH 
对 第 2 章 84 中 图 11 的 例子 ;rt( 玉 ) = 10,» (H) 29,m(H) = 67,8 CR 


«HY 9. (e (D? 
m(H) 677  m(H) 


WH) =9>4 
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第 4 章 着 色 


1.a(Ki)=r-1; 
(Ki 


Ai. 
r-1j' 
a( Kus, ) 一 如 一 min Ín; | ; 


p(Kan )= 2 


2. 令 S 是 五 中 的 最 大 独立 集 ,| S| = a(H),9 BEG = (S,X - S), KP 
ry € E(G)O r€ Sj € X- S, HEEE CEHE r, y € EFRQCKX 
-S,N;(QU&E S.S A = QU Ne(Q), 于 是 由 假设 IA 的 最 大 独立 集 $ 满足 


s'I231QU Ne(Q)| 


注意 到 (S - No(Q)) US 也 是 五 的 独立 集 , 故 有 
(S-N; (QU S'|x | S] 
于 是 有 


S'1s | NcCQ) | 
A" *igisiNQU, HEX QCX-SIHm3.m Kong 定理 ,存在 一 个 匹 
配 M WEGE X - S 中 的 所 有 点 , 故 有 

g(H) & e(G) x 181 = alH) 


3. 必要 性。 车 V(H,) A VCR), Me H^; WE: VCH) = VCH) BH’, = 
(EIE € H, RE WVCH)\ V(H) FR) BR, 
XH') = (H) S m; 
故 不 失 一 般 性 地 假设 VB) = V(H) (i = 1,2,…,k)。 令 
X= Hany Jil<2zQm,,1<sicel 
MA PHS—TRAEX 中 必 有 矢量 与 之 对 应 GRE i 分 量 为 该 点 在 互 : 中 的 
着 色 , 所 以 在 此 着 色 下 无 单 色 边 。 故 有 
x (HD x mo m2 mp 
充分 性 。 设 
X= l(zxeveox)Hdb mor mom;Qisiskl 
是 H 的 色 集 合 , H 中 任 一 项 点 均 对 应 于 X 中 的 一 个 矢量 。 
按 以 下 步骤 来 构造 H Hy Hi: 
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(1) X H, : V{Hi) C V(H),H 'FÉLE 2H, PHA SAE PHAR 
点 对 应 X 中 的 矢量 的 第 一 个 分 量 不 全 局; 

(2) 令 百 := 及- E(H)), 重 复 (1), 定 义 H; 

(3 H:- H - E(Hi) U E(H,), 重 复 (1), 定 义 Ho 

这 样 一 直 进 行 下 去 ,直到 定义 H, ,显然 ,HN H; = O (ij) By) x 


显然 H = UH, EX E Eti E € H -ÜH, M E IE ROLL ES 
相同 , 即 E 是 单 色 边 ,矛盾 。 故 命题 成 立 。 


4. 今 S 是 万 中 最 大 独立 集 ,| S| = a = alH) 

(1) 因 |ENE'| 志 rr~2, 故 S 中 任 r 一 1 个 顶点 至 多 合 于 瑟 的 一 条 边 中 , 即 
É X -S 中 至 多 有 一 个 顶点 与 上 述 x -1 个 顶点 构成 开 中 的 一 条 边 ， 

(2) HEA xc 多 一 5S, 在 S 中 必 存 在 x -1 个 顶点 与 z HRH PHA, 
否则 有 z E S, 这 与 $S 的 极 大 性 矛盾 。 


由 (1),(2) 有 nn-a<{, h 


5. dE n X 的 棋盘 上 ,对 奇 排 的 正方 形 棋 格 着 1 色 , 对 偶 排 的 正方 形 棋 格 着 2 
色 。 易 证 HR ,Hi ,Hr ,Hs 均 能 正常 着 色 。 故 有 
ym = x (Gm) = (H) = y(H) =2 
这 是 因为 对 上 述 超 图 显然 不 能 1 AERA. 


6. n =2k ik, k+1,-,2k} 中 任 两 个 相 异 元 素 之 和 大 于 2 , 故 该 集 为 
H PAR S n = 2k +l, ietie +2, 2k + 1| 中 任 两 个 元 素 之 和 大 
T 2k + 1, 故 该 集 为 H 中 的 独立 集 。 于 是 有 


a(H)>[F]+1 


反 过 来 , 任 取 一 个 长 度 为 | | 2=k+2 的 子 集合 S= ET $:5$257735842 | s 
s = min ,151。 作 新 集合 | 


iSi ht? 
S-is-sl2x is kc2l 
BAS CXBIS|-k*1.XIKÍIS|2k4d2, SC X. BIS N Sae O.IATI 
存在 Sig Sig € S, E Sja -54 = 5, Hl #1 + Ši = Sj of S 不 是 独立 集 。 所 以 有 


«(H) « 5 ]«1 
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因而 


7. 由 第 1 章 习 题 的 第 12 AA, HE Helly ER OP Y (H) 和 关 2 这 一 结论 是 
错 的 如 : 令 
N, = 11,3,4,7,8,9,13,14,15,16,21,22,23,24,25,…| 
N, = 12,5 6,10,11,12,17,18,19,20,--:| 
显然 N = N, U N, BRÍIE—BORSURHS RARE ILU ES N,N, 相交 。 故 有 X CH) 
一 2。 


8. (1) 显然 7 CK; Sr MME r 色 分 划 , 由 于 每 一 色 类 非 空 ,在 每 一 色 类 
中 任 取 一 点 , 共 取 出 7 个 顶点 , 它 构成 K; 中 的 一 条 边 , 且 是 强 着 色 , 故 有 (KS 
rot ¥( KL) = ro 

(2) 本 小 题 结论 有 误 , 见 反例 : 超 图 互 = (E, LE ,… ,EE,-.4t) ,其 顶点 集 、 边 集 
分 别 为 


X S Layers Lea ias nni | 

E, = (zta Ey] (212,-,n-r*1) 
则 

y(H)2n 


(3) 对 Ki, ayn, ;不 失 一 般 性 假定 ni S nin Ss x n oH X, U X, 
TER — BE, T] X4, X, X; 中 每 一 顶点 作为 一 部 , 则 如 此 的 区 的 nn3 n ttn, 
+ 1 BAK, PRE ROW RA 

¥ CK aues, )z ng tn,to0769 n +2 
另 一 方面 , 令 ! = n + noil 进行 归纳 : 当 ! =2 时 ,nj = ns = 1, 故 显然 有 
y (Ko L na bna to tn, +2 
RU HL = 上 -1 时 成 立 
¥ (Ka angie, J ni tn otn 42 
BE X Hn, met+t…+ar+2 部 分 划 , 均 有 强 着 色 边 。 当 ! = & 时 , 则 增加 
的 一 点 可 任意 将 它 放 在 某 类 中 ,而 不 影响 原来 已 存在 的 强 车 色 边 。 故 有 
7 二 
综 土 所 述 可 得 


Y(K sss )= my tng ttn +2 
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(4) 设 G 具 有 个 连通 分 支 , 取 p 部 分 划 (5S1,S,,…,S,), 其 中 S; BAG 中 
各 个 连通 分 支 。 显 然 G 中 无 强 荐 色 边 ,所 以 Y(G) 之 p+1。 

反 过 来 对 G 的 顶点 集 钨 的 任 一 个 p + 1 RHA, BRA x,y 属于 同一 个 
连通 分 支 ,但 不 属于 分 划 中 的 同一 个 类 中 ,考察 zy 路 : 

TE, E2 EY 

x CET 着 不 同色 , 则 ZZi 是 一 条 强 着 色 边 ;否则 ,考察 x, 和 X2 Xi 与 X) 着 
不 同色 , 则 2,2, 是 一 条 强 着 色 边 ;否则 ,考察 zx 和 x3,… ,如 此 继续 下 去 ,至 多 到 
x, 和 y, 肯 定 能 找到 一 条 强 着 色 边 。 故 Y(G) > p * le 

综 上 所 述 ,7(G) mpl. 

(5) 此 小 题 结论 有 误 。 见 反例 :G = K; U 天; ,此 时 有 Y(CH) = 5« n = 6. 

车 对 G 加 上 2- 边 连 通 条 件 , 则 Y(H) = n 成 立 。 

事实 上 , 任 取 GG 中 条 边 ,分 别 着 以 种 颜色 , 则 显然 存在 一 个 图 被 强 荐 色 , 于 
BA Y(H) Sno A-HA, BRE G 中 一 棵 生成 树 了 ,其 上 一 1 条 边 着 以 xn 一 1 种 
不 同色 。 在 补 树 上 任 一 边 e, 工 +e 中 会 唯一 的 一 个 园 C。 着 e 的 色 为 C 上 某 一 边 所 
着 的 色 。 于 是 我 们 得 到 一 个 对 G PURE 的 n 一 1 部 分 划 , 使 得 G 中 无 轿 被 强 着 色 ， 
Bp H 中 无 强 着 色 边 。 故 Y (H) > no 

综 上 所 述 , 有 Y(H) = no 


9. BX alH) + 1 分 划 为 (Si So Suan) Ma, € S; G= 12,7, 
alH) + D, B irizi ranm PÆ H 83r SS, 故 存在 五 中 的 边 E C 
bap x22 tee foBRIE NS | c 1, E EH KREE MY 

¥(H) X a(H) *1 

又 对 整数 nS pr Sl ROR X,|X| = nn 和 区 的 一 个 (p 一 1)- 分 划 

(S,,8,,77,8, 4) ,定义 
H, = CE||E|  r,EC X,]Ef1 S | 3 1,PE i) 
于 是 ¥( Ay) Z po 

另 一 方面 , 任 取 zx € SG = 1,2,7, p - Dl xs zia | PRE Ho 
的 边 , (EL 28 X 中 任 一 其 他 点 xo, 则 由 Hy 的 定义 知 LE titit xu d P 
包含 Ho RRA Edora | 是 FH 中 的 最 大 独立 集 , 即 a(Ho)=p 
-1 所 以 

(Hi) alt)+1 = p 
AS yH) = po 
综 上 所 述 ,存在 n ED r- 一 致 超 图 满足 a(H) = p -1,7(H) = po. 


习题 解答 + 200 - 


10. i$ V(G) = luus sul, WOK) = fuss, Uy | o 不 失 一 般 性 ,可 
假定 i ,wi ta | EG 的 最 大 独立 集 。 对 顶点 集 V(G) x V(K,) 作 如 下 n(G) 
”+ a(G)(n - 1) 分 划 : 

S; = {Cu, vw)| (lial0),l s j « n) 

S, = Ivi jsnl (a(G) * 1x; b S n(G)) 
WW G x K, &4£—34 (ui v Gu m Cup Ww),《(w;)1 在 这 分 划 下 不 可 能 是 
强 着 色 边 。 故 有 

Y(G x K,) 2 n(G) + a(G)(n -1)+1 
另 一 方面 , 令 

S = Qu, villixiia(G)sx xnl 

Mu sv dla(G)+1<SiganlG)t. 

AE S EG x K, 的 一 个 最 大 至 立 集 , 从 而 有 

a(GX K,) = n(G) * a(G)n- 1) 
再 由 本 章 习 题 的 第 9 题 知 ， 

Y(Gx K,)<a(Gx K,) -*132 n(G) t a(G)(n-1)*41 

综 上 所 述 , 有 

¥(G x K,) = n(G}+oa(G})(n -1)+1 


11. (1) 对 A(T) 所 2, 可 直接 验证 命题 成 立 。 故 可 假定 A(T) 22 3, A FEE E 
3。 下 面 对 顶 点 数 n 归纳 。 取 T HEHEA 及 其 邻 点 zi , 令 Ty = T- zy BUR 
假设 , Tu 有 等 部 &- 着 色 , RAIS IC |S:| 委 … 所 13|。 显 然 仅 当 |S | < 
|S | E x, € S, 时 才 需 进一步 讨论 ,否则 命题 已 成 立 。 故 下 面 仅 需 考虑 上 1 n 的 情 
RoW T PERM, 9 T - e 的 两 连通 分 支 为 Ti ,T: ,其 项 点 数 分 别 为 n = 
mi (Ty), 2 = nn2(T,)。 由 归纳 法 假设 T, T 均 有 等 部 上 著 色 。 对 。 的 两 端点 无 论 
它 分 属于 T.T, 中 何 部 , 仅 需 对 色 作 适当 调整 均 可 合并 成 工 的 一 个 等 部 及 着 色 ， 
除非 n, m 1 (mod k), ni = k — 1 (mod &) 需 进一步 讨论 ,下 面 假设 对 任意 e, 丁 - 
e 的 两 分 支 的 顶点 数 在 模 # 下 均 取 值 1 或 & 一 1。 取 全 中 的 悬挂 点 zo 和 它 的 邻 点 zi， 
则 有 dr(:)2:3,.88 3055 x, 相关 联 的 另 一边 e, 了 一 e 的 两 分 支 为 mi = 2, m 
= k -2 (mod k) WFR. POSES x, 相关 联 的 边 e = rr HT -e 中 存在 
RE ze 的 分 支 T 的 顶点 数 n =k - 1 (mod k), SRT + 1zo 和 T = T - 
(VITO U Exo1), 则 对 应 的 顶点 数 均 被 & 整除 ,于 是 由 归纳 法 假设 ,它们 均 有 等 
部 上 着色。 注意 到 上 污 3, 故 易于 由 上 述 两 个 等 部 &- 着 色 合并 成 本 的 等 部 - BE, 
Affe Sx, 及 与 zi 之 间 均 着 异 色 ,从 而 命题 成 立 。 故 下 面 假定 对 任意 与 zx H 
ZKH e, T- e 中 不 含 zo 的 分 支 T, 的 项 点数 un, =1 (mod &) 4 n ek t+ 
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1, 则 在 Ts PRB HEM e, = xar oF Ty = Ta- 25,73 = T-T MEM 
对 应 的 顶点 数 均 被 & 整除 ,由 归纳 法 假设 了 3: ,了 DAGER A, ARA 
述 的 讨论 及 下 之 3, 由 TaT’, HATS 2 着 色 可 合并 成 的 一 个 等 部 著 
色 。 若 与 r 相关 联 的 边 e ,T- e 中 不 含 zn 的 分 支 均 为 1 个 顶点 于 是 此 时 了 = 
T,.a; 易 直接 验证 命题 成 立 。 

综 上 所 述 , 故 由 归纳 法 知 命题 成 立 。 


(2) 考察 T = Kis, 它 不 具有 上 | AUD | = 3 等 部 着 色 , 故 (1) 中 结论 在 某 种 意 
义 下 是 最 好 的 。 


12. 车 一 六 +1>n, 则 由 m,(n,r) HE X i 
m(n, r<(")< (4+1) 


r 

车- 上 上 +1 所, 取 kr 一 上 上 +1 个 顶点 的 点 集 久 ,在 区 上 构成 一 个 完全 r- 一 
BB Hott X 的 任 一 色 分 划 (X ,X2 Xi) RARER i <i 
<k), |X, |r Mitt X, ACH HRM, Be H RER- 可 着 色 
的 。 所 以 


minr) S ( 


综 上 所 述 ,本 命题 结论 成 立 。 


"tl 
r 


13. 用 定理 8 的 结果 , 令 q = 下,g2 = 0, 于 是 有 


mium (aa PN] d 


pa 
| C001) 


re (2 eh 


14. ARAA 万 | ,其 为 顶点 数 为 n - 工 的 .无 (~- 1)- 独立 集 的 (7 -1)- 一 
致 超 图 。 于 是 有 
m(H,) = T(n-1,p-1,r-1) 
下 面 构造 ~ 一 致 超 图 
Hy = [E U troll E € Hi, x, & V(Hi)] 


习题 解答 + 21: 


显然 m(H,) = m(H,)o 
*(3,,8,,77, Si) 为 本 的 一 个 有 色 分 划 。 由 于 af 于 < p - 1, a(HS) < 
户 。 所 以 对 上 述 色 分 划 存 在 某 个 ; USILE) AlS | RR p MMS, PAEH, 
中 的 边 , 亦 即 (S, , S, ', S,) 不 可 能 是 Ha 的 等 部 k- 色 分 划 。 故 Hs 无 等 部 下 色 分 
划 。 所 以 有 
mi(n,r) X; m(H,) = m(H,) = Tin - 1,p - 1or - 1) 


15. 因为 HARA, MA mS T(tn,a + 1,7r)。 由 定理 9 中 的 不 等 式 
(3), 有 


-1 
mZ T(inatl,r)m F (rea) 


Bp 
-1 
atf Sijl, Z) 2n 
这 就 是 第 二 个 不 等 式 。 | 
显然 mm (， ”| ) Hinr - 1 元 子 集中 边 的 平均 值 , 故 由 z 的 定义 有 


m) 
于 是 由 上 述 不 等 式 , 有 
at ( 1) 


故 第 一 个 不 等 式 亦 成 立 。 


16. HEP H 的 定义 有 
m(H) = mi(n,r), p= f = 
由 本 章 习题 的 第 13 题 得 
»tG.oz(*-1(5- = (23 


r-l/\r-1 
另 一 方面 ,由 本 章 习 题 的 第 14 题 ,有 
millnr) S T(n -1,p -—1,7r-1) 


«pow DIDI 
= (721) 


所 以 ， 
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m(H) = mo(n,r) = (” Zi) 


r-1 


A k 3t, HÆK, 的 一 个 星 。 但 当 & = 28B.HBRKIIB-T EA KI 的 任何 


一 极 大 交往 (例如 K) 均 满 足 条 件 。 


17. 充分 性 。 由 定理 11,K;, 有 满足 下 列 象 件 的 边 集 的 分 划 K; =H, +H, +: 


+H, EP, 


(i) m; = m(H,) = 


ee (i = s+1,s+2,.…,k) 
这 里 
s=(")-a[("e'] ox 


(i) [Em Jd < [Fm (26 


现 对 H, 中 的 边 均 着 以 i 6 (i = 1,2, E), FEHER ,有 


Ki 的 一 个 等 部 - 边 着 色 。 
情况 1 1 过 i,j 志 :或 +1 志 1,j UR. 


| dn (r) 一 dy G)|« | =m, = [Em | 
二 PLA - [£m Es 
情况 2 SIS fe t ISi Sk 
| du, (x) - dy - [Em " 


MISE- 


(1) 


(2) 
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dele "T" X o 
由 充分 人 性 条 件 知 (2) (3) ARL. FAH) G) RRAC) 式 ,得 
| dn, (2) - a.C |« t amie ai 


故 充分 性 成 立 。 
必要 性 。 由 于 K, = H +H, + … HL 是 一 个 等 部 &- 边 着 色 ,于 是 由 (1) 有 


aoao epele e 
若 (3) 式 不 成 立 , 于 是 有 

(< 
H4) X, M 


2M «tice 


= 
n 


«Cii 
«ils 


(5) 


("iste ge OKeR) 


+ (0s s«mn) 
n n 


É t = 0, 易 知 (3) ABET oP EOE t > 0, 于 是 由 (5) AA 
h< [E+] a| + 产 |= 


str 


pH = h+ 


"m 
n 
故 有 


sot str 
lS ti? 和 0 « " <1 


将 上 式 化 简 得 <TD ke St, AP SACO) 式 成 立 类 似 地 ,可 证 (2) 式 也 成 立 。 
从 而 由 (2)\(3) 式 推 得 
Ce sm 


成 立 ot 必要 性 成 立 。 
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18. $ x(G(n,r,.D) = &.(X,,X4,7,X,) HH k AMX, 中 任 两 点 
均 不 相交 , 即 这 两 点 对 应 的 两 个 > 元 集 相交 。 故 X 中 的 点 对 应 的 &- 元 集 匀 是 一 个 
ZRH G(n,r,1) 的 定义 ,上 述 交 簇 构成 K, PRE RUA 
X(Gln,r,l1)) tot Ks) 
义 由 于 上 述 情 况 是 可 逆 的 , 故 又 有 
XCGGGO ,r, Ds nr GC) 
综 上 所 述 , 有 
X(G(n,r.1))2 n(K;) 


19. HEL CH) otk X(LCH)) = k,3E9(X,,X, 7 X) BLA) 的 一 个 大 
色 分 划 , 则 X, ££ B PERLE FT. 中 的 两 边 相 交 。 所 以 X, 对 应 在 百 中 是 一 个 边 的 交 
E, AXES T HAH eS (HO CX (LO) HUP LH) 是 简单 图 ,由 Brooks 
定理 知 ,有 

XCLOD) s ACLOT)) +1 


而 
ACLCH)) = maxm (HIX - E;) 
所 以 . 
nOD <A(L(H)) +1 = maxm (HX - E,)+ 1 
当 上 述 等 号 成 立时 , 则 有 
X(LGD) = AL(H}) +1 
4 LCH) 中 最 大 度 所 在 的 连通 分 支 为 C, 则 有 
X(C) = A(L(H)) +1 
由 Brooks 定理 知 ,C 只 能 是 团 或 奇 畴 。 


20. 对 ”用 归纳 法 = 3 时 ,ro (K4) = 1, 故 命题 成 立 , 下 面 假设 对 名 宇 4, 命 
题 成 立 , 即 mK,) 三 k - 2,2075 4€ Kiri 0 Ta Ky.) & k nud 1.x to (Ki) S 
kh —-2,1E El 


(^5!) 30 -D (kB4) 


MHA SF k ACBOR BOR Ku, ,其 交 簇 中 必 有 是 Ko PRR OTEK, 中 , 除 
去 一 个 星 , 所 得 之 图 为 Ki BUR 

ra Ke 一 Kis) (2)) = ra CK,) S k-3 
这 与 归纳 法 假设 矛盾 ,所 以 e (X) ZR — Loe AAEM, ry (K,) = n - 20” 


习题 解答 -215- 


$555 ”二 部 图 在 起 图 中 的 推广 


1. 在 这 个 B- 发 中 ,彼此 不 相继 且 交 非 空 的 边 对 只 有 2390 和 5690, 因 此 原 B- 
圈 不 满足 任意 两 条 不 相继 的 边 不 相交 ,而 原 B SERS BO, MA Ta REL 
2 390 和 5 690 为 相继 边 , 按 原来 的 图 的 次 序 构成 新 园 , 易 知 只 有 两 个 真子 用 : 
(i) (2 390,34,45,5 690) 是 长 为 4 的 圈 , 它 不 是 已 M; 
(ii ) (2 390,12,781,678,5 690) 是 长 为 5 的 圈 , 但 
| 123901 Q 1569011 = 2 
[811 N 167811 = 2 
所 以 这 个 圈 也 不 是 B UR B- RAE E EGK BUT B. 图 。 


2. 若 用 2 种 颜色 对 IC, 的 2r -1 工 个 项 点 着 色 , 则 至 少 有 个 项 点 着 同一 色 ， 
BB Ko, 有 单 色 边 。 故 y(Ki,-1) > 2。 所 以 Kj,_1 满足 Sterboul BM HHH. AT 
Kyo 中 任意 两 条 边 均 相 交 , 故 除 3- BEAR KS, | 中 不 存在 B- 轿 ,使 不 相继 的 边 不 
相交 。 
对 于 3- 图 ; (xz ,FF .zy ,i ;x3 ,E31) ,车 还 要 求 图 中 相继 边 恰 好 有 一 个 公 
HAR, MA 
E; N E,| = E (1 E;| = | E, NE|=1 
lE, |= iE, | 三 [Es] =r 
故 Ki;, ， 中 的 顶点 数 至 少 是 3r -3,F RA 2--1> 
3r -3, 即 > = 2.8. Ki 满足 题 中 条 件 外 , K;, | (r 
23) 均 不 成 立 。 . E 


3. 设 玉 是 某 一 条 线 上 的 区 间 超 图 ,其 点 依次 为 
istar sr, HEX = rxz, 上 的 有 向 树 
T:n 一 1 条 弧 为 

Cra li = 1,2,^7,2 — 1] 
Me X 上 的 一 个 区 间 对 应 荆 的 一 条 有 向 路 。 故 日 也 是 有 向 树 全 的 路 超 图 。 所 以 例 
2 是 例 3 的 特例 。 

令 T, BMRA E = 1ai,az,43,4412s| 的 一 棵 有 向 树 ,如 右上 图 所 示 。 取 一 
个 例 4 所 述 的 在 树 To 的 弧 集 上 的 超 图 Fn :其 点 集 为 U = 1a1,2:,a5.a4, 081, Ho 
= (farast, laias! taal {far ,ast, fa, gl,1as,asi), MM 不 可 能 存在 以 
lanana asasi HEARRE R 下 ,使 Hi 为 例 3 所 述 的 树 T 的 路 超 图 。 
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事实 上 ,车 fal,a;,a;3,a4,4s1 是 某 有 向 材 工 的 顶点 集 且 万 为 本 的 路 超 图 , 则 
a, 和 asa, Maa, Masas Ma, 之 间 都 有 弧 。 因 此 工 的 底 图 含有 圈 ,矛盾 。 故 


例 4 不 能 看 作 例 3 的 特例 。 


4. 显然 易 验 证 , 超 图 H, (i = 1,2,3,4,5) PAGE REE 5 AH, 是 全 单 


模 的 。 | 
对 于 HQ HAS KM PHA E, = ziris, E, = {zizi zi, E; = 
Lar X4 tol, Es 一 Ixs x4 tal, Es = Ix? yz5 | 。 


由 于 边 数 少 , 故 较 易 由 定理 4 来 直接 验证 它 是 单 模 的 。 下 面 用 定理 7 的 推论 来 证 
Bl. BF rU) = 3, 故 仅 需 证 明 H 是 平衡 的 即 可 。 在 HS 中 仅 有 了 两 个 3- 圈 ;(z, ,EE， 
as Esa Ese ) 和 (zi s E3 s x4 s Eg £6, E2321 oR EN BI E E, E; 会 对 
应 图 上 的 3 个 顶点 。 至 于 5- MERES Ha 中 的 所 有 边 和 5 个 顶点 。, 故 不 管 朋 , 中 的 
那个 顶点 在 不 在 瞻 上 , 均 有 边 合 图 上 的 3 个 顶点 。 故 Hs 是 平衡 的 。 


5. ROAR. mee 
一 上 0 1 1 
A = | 1 -1 0 j 
LI 1 1 Ql 
路 不 存在 每 个 元 素 大 于 或 等 于 By CPXPEOURIS 3 阶 子 方 阵 ,但 A 不 是 全 单 模 的 。 
但 从 本 题 后 荀 的 括号 看 , 它 应 是 另 一 个 命题 ( 见 上.G，Commoner,Netwotrks 3 
[1973 .为 了 叙述 它 , 下 面 先 给 出 相关 定义 。 
对 以 0,1 和 — 1 为 元 素 的 矩阵 A = (a,) 构 作 一 个 二 部 有 向 图 DD = (X,Y; 
A) ,这 里 为 了 方便 , 仍 用 A 表示 DD 的 弧 集 ,V = X U YARMAR AP XIE 
MEA 的 行 ,Y 对 应 A 的 列 o 若 a; = d, S (ny) € Afta; 2-1, 9 (y. x)€ 
Ae 
@ a = (p,q), Mita" = (q, p} a" = pia = go 定义 
1 Elr,y) EA 
(x. y) = t 1 车 (y,z)EA 
0 其 他 
于 是 D 的 邻接 笔 阵 是 4A = (aj) BP a; = 8n iy) 
定义 函数 f(:X — 10,1, 一 1 及 函数 g: Y NON 
go = 24 G)9G.) 
*ip€ XU Y,ic 
DT'(p) = tala € XUY, (p.p) € Al 


习题 解答 + 217， 


r (p)= lqlqg € Xi Y.(q,p) C Al 
Ip) =p) UT (C2) 
则 对 任意 c Y, 有 
aly) = M fæ- M f) (1) 


rET (y) xyET (y) 
4S -ix€XIlf(x) 215,S = iz € Xlf(z) 2- 11,0) 等 价 为 ， 
gG-Isnrül-isnrtl-isnr'Gi-Isnr'ól!o 
对 于 万 = (X, Y;A) 中 一 条 途径 P = laisa: saraa) 4h a; = Q {i = 


L2,7,n 一 1)。 定 义 的 符号 为 8(P) = J] 3(ci ), 类 似 可 定义 图 的 符号 。 


命题 SARUM -1ATRHER, DAWA 为 邻接 矩阵 的 二 部 有 向 
ALA D PREP RNA 933979 1,90] A 是 全 单 模 的 。 

证 ”要 证 A 是 全 单 模 的 ,由 Ghouila-Houri 的 定理 ,只 需 证 对 每 个 S C X f£ 
在 一 个 2- DRS” 和 S ,使 得 对 每 个 y C 了 ,有 

SAP -1sNT OISNT’ OI+ISNT'OYN E10L, -1 8) 

id D'- D-(X-S).BUT D' $PHBRED POR ALD 中 的 图 的 符号 
均 为 1。 因 此 下 面 仅 需 证 明 S = XX 的 情况 。 

d v€ Y, Sly) = My), EITO AAA: SO) = T(y) - trl, # 
TG | 为 奇数 ,这 里 ETCy)o 令 0O(y) 为 S(y) 中 一 个 两 两 不 交 的 2- FRE, 
AUF Siy), WUE (a, 51 € Oy), CC 2, Cy, 00) & D FRR, iU 
P(a,y, bh), ASA 

8CP(a,y,b)) 2 9(a.y) * (- 8(5, y)) 
|] d (a.y) =- 6(b,y) 
~ l-1 车 8(a,y) = 8(5,y) 
因此 有 6{Pla,y,b))= 8CP(bL y.a))e 
下 面 定义 图 G —(X,E,v),H'h 
E = le ul» € Y,lable ay)! 
w= (even) = fa,b} 
B O(P(a,y,6))=1 (- 1), FA epas BACT) 的 。 则 有 
“G 中 任 一 闭 迹 含 俩 数 条 奇 边 ” 
事实 上 , 设 py = Cee e Æ G RA G 的 构造 ,x 中 的 每 一 条 边 e = 
(a; b) ,对 应 口中 的 一 条 路 PG ybi) (i = 0,1,…,n 一 1), 且 两 两 不 含 公共 弧 , 除 
3E Essa, T Oy cab, :于 是 C= Play 36 bn )P(a, iB PeP lani 1 Yn- sui ) ;这 里 
b, = wa 是 万 中 的 一 个 圈 。 由 于 刀 中 每 一 个 轿 的 符号 均 为 1, 故 有 1 = 5(C) = 


I 5( Pa; ,yh))。 故 使 8(P(a,,y ,6.)) = -1 的 i 的 个 数 是 偶数 ,所 以 4 RAE 
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有 偶数 条 - 

下 面 证 明 还 用 到 Konig 定理 在 二 部 图 中 的 一 个 推广 形式 ( 见 F. Harary, R. 
Norman, P. Cartaright, Structural models: An introduction to the theory of directed 
graphs, Wiley , 1965) : 

“和 车 下 是 图 G 的 一 个 边 子 集 , 且 G 中 每 个 圈 均 含有 下 中 的 偶数 条 边 , 则 G 的 巴 
点 集 存在 一 个 2- 分 划 , 使 G 的 边 在 下 中 的 充 要 条 件 是 ; 它 的 端点 在 分 划 的 不 同 集 
BP” 

对 和 存在 一 个 分 划 X* 和 X- ,使 得 对 一 切 yEY 和 la,5lE Wy), € 
8(Pla,y,5)) = 一 1, 则 1a,6| 中 的 两 顶点 分 属 X' LX. ;车 (Pla,y,58))=1, 则 
la bI X' RX ,下 面 证 明 多 的 这 分 划 满 足 (3)。 

令 

E rcx 
flat, "pM 
于 是 对 每 个 y CYA 
gy) = Do f(z)8(r,y) 
ET») 
= Dy f/G9 Gu) + 21 fG)S8G.y) (4) 


"xi z€I(y)- 560) 
因为 对 于 la bl € aly) Eslay) = 8, y) Md(Pla,y.6))=—1, BEC o 和 
6 分 别 属于 XX* MX 中 , 故 有 fla) =- 了 (6); E (ay) =- 6(5,y), M 
8(P(a,y,b)) = 1, 故 有 fla) = (8)。 所 以 对 一 切 |a,51E Oy), f(a)6(u， 
y) f(5)8(5,y) = 0。 故 (4) 中 右 端 第 一 项 

ry) = A le) + f(8)8(5,5)]- 0 

注意 到 | F(y) - Sy) <1, 87.8 均 取 值 为 0,1 ,或 -1 ,所 以 (4) 中 右 端 第 二 项 等 于 
0,1 2€ — LLRRXE y € Y 了 ,有 gi(y) € 10,1, — 1 于 是 由 (2) 得 (3) 式 成 立 。 从 


而 由 Ghouila-Houri 的 定理 ,A 是 全 单 模 的 。 


6. $ H = H-E HF ZRA G EPR KH, 为 单 模 超 图 。 从 而 H, 有 均 
42- 着 色 , 设 为 (Fi ,FF,), 即 对 每 个 星 SAF NS|-|RNSIi<1.4 
I FIL (Pl IE LBECE, FL) 就 是 五 的 均匀 2- 着 色 。 若 | Rl- | Fy! > 1 
TE] Fi | > | E | WEG 中 存在 一 条 最 长 的 交错 迹 ， 

P = uge(u, eus ug Eni 


满足 Cse c F, 10254] € Fise € F, (i = PEARES SS 


FU = (F, 一 leve, n7 se6l)U lezea Gri 
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FSO = (F,- leses ea DOU leese] 
Wi CFI FP) 仍 为 H, 的 均匀 2- 着 色 , 且 有 
HFRP- FPI = [ERI - DEEST 1 
经 过 若干 次 上 述 边 着 色 交 换 , 设 为 点 次 , TIFA- FP <1, a 
(Fi? FP) 就 是 H 1893951 2- 着 色 。 从 而 由 定理 4 知 ,五 是 单 模 的 。 


7. 当 &= 2 时 ,由 定理 8 可 知 , 万 是 平衡 超 图 。 又 由 定理 10 知 ,万 的 每 个 部 分 
超 图 具有 Konig 性 质 ,因而 有 r(H)< v(H) = (2- Dv(H), 
对 于 第 二 部 分 ,Ryser 的 猜测 是 :每 个 &- RAH 满足 
e(H) x; Ge - 1)v(H) 
A HE k- ABW ED X CH) Sk (V AC X2 Meyniel I] ffr dill (8 
r(H) € (k — Dv(H),ATfü Ryser 的 猜测 成 立 。 


8. RA = (a,) 为 完全 平衡 超 图 HRT hie S e 
H ASAE ORE A S| BEL, — B re RT OA TD HES HR 


所 定理 12,4 不 合子 知 阵 B = [， 5. 


# ATA & 8 PERBAWA = (ai,4;,…, a4), KE a; 为 A MARE WG 
i, <i, Mj < js 满足 
Me 14; ) (ay say | 1] 
i(a, .a, ) (a, , 0) 1 0 
不 失 一 般 性 可 设 dx jo 
由 (a sa) = 1 可 知 ,A 中 存在 一 个 最 大 行 标 ,满足 a, ,= a 
aj ) = 0, 故 有 aj, = 0. 
由 (gi aj) = 1, 则 A 中 存在 一 个 最 大 的 行 标 WE a, = a, = 1 同样 由 (a ， 
a,) = LE A 中 存在 最 大 的 一 个 行 标 名 ,使 4 = am de 
F ki < ky Wj Ai, Ak, kp WR Ma, = 0, 此 时 由 A 的 第 ,天 
行 和 第 i,j) 列 构成 一 个 子 矩 阵 B, 矛 盾 ;同样 若 k < by i Aj Ba, =0， 
则 由 A 80882, , e, ATA ii sja PULL THEM B FIR MCI = ky = ra, B as 
= arni Fani = le 


Bi(a;, ,4,)-0 AT Ma, i, = 0 H i x jac 
E ry < ri , 则 由 A HAB rs yr DENT wt 列 构成 : TE B, Foi ry < 


i = 1,8 T (aj, E 


M 
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"2o 


€ « iz, pH A HBr, 02 FA j ET 列 构成 一 个 子 和 矩阵 召 ,矛盾 。 故 13 < 


因为 A MaRS RPA, Aa, = 1,2,; = 0,0 <a, , 故 存在 一 行 标 
r; fË r, > rod, = 0.4,,, = 1,98 rH r, 的 选择 ,a,， = 0。 因 此 由 A Hr, 
r4 ITA i, ,ji 列 构成 A BG — P TABEEB FIR SER ATA 中 不 例子 和 矩阵 B。 由 定理 12 
知 ,A'A 是 完全 平衡 的 。 

下 面 由 于 A'A 是 完全 平衡 的 ,从 而 由 定理 12 知 ,[ LATA) 也 是 完全 平衡 
的 。 用 归纳 法 ,车 | 

fp, ATA (ATAY--(ATAXY] 
[Y RE DOMUS: 
ME 
ATA | 
(ATA)? [L, ATA (ATAF (ATAY] 


ka'a’ 

FL ATA — (ATAY (ATA) ] 
0 ATA (AAF (ATA œ (aTa 
latay (ATAY" (CATAY (ATA 
ETE MEO CATA) 也 是 完全 平衡 的 。 所 以 由 归纳 法 知 (ATA)》* Ue = L, 
2…) 均 是 完全 平衡 的 。 


9. 设 玉 的 关联 矩阵 为 A = (aiyaz，…an)o 由 引 理 ,不 妨 设 A 的 行列 已 按 
逆 字 典 序 排 列 , OH € (X) 8 H € CE, f1 Ej) 的 关联 矩阵 分 别 为 A，= 
(a,,01.'7,a,, HL A, = (a,,a,,a,,"7,a8,), BH J = (1,1,4,1) a, = 
(agam hy ars sanin) oA Ay Ay 的 行 , 列 也 是 按 逆 字典 序 排列 的 。 
1 
1 
中 ,J 的 苑 至 全 为 LMA, PRA SRE BE A, VATE BLUR B B A. 的 第 
ioi ITR aia; WAR MWe, = az = di Ha. 三 1 且 j 之 3。 因 此 A PAF 


BUSH 是 完全 平衡 的 , 故 由 定理 12 知 ,A PO APSR = | NES A, 
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» MEI Np 
Qj. d; 1 0 


FE oth A, 中 也 不 合子 矩阵 召 。 由 定理 2, H + (X) LH € CE) 是 完全 平衡 的 。 


10. KH = (E, E, e En) Æ X Effün 阶 超 图 ,根据 树 形 超 图 的 定义 及 定理 
10 的 推论 , 易 知 完全 平衡 超 图 是 树 形 超 图 。 又 由 定理 14, 对 每 个 树 形 超 图 百 , 存 在 
X LT (518 xHEX E CHA TIE) WT MTR T HH OS. 

&BHETSETuÉS—HEEH = HIT:U T FIXDS HIT HAR, HIT = 
(FIFC ECT), R VCF) € H),BÜXET BE T RRS F 的 边 诱 导 子 图 等 于 点 
RE 的 诱导 子 图 , 均 为 T HARSH, BA 

(1) |IHIT| = m -中环 的 个 数 ] 

HIT Bun PER: 

(2) Ut H RUBER ES , 底 树 为 工 , 则 互 是 完全 平衡 超 图 的 充 要 条 件 是 : 互 | 了 是 
完全 平衡 的 。 

事实 上 ,因为 由 H = AITO. PRUE EH BAE ——ÓX B2, Ei 
分 别 为 H 中 的 底 树 中 某 一 子 树 的 边 集 和 顶点 集 。 下 面 来 证 明 (2)。 

“<=” .& 所 不 是 完全 平衡 的 , 则 H 中 存在 长 度 大 于 3 的 图 C = 【zi,E n. 
Ej xa ES ,zx1) ,不 存在 轿 上 的 边 包含 图 上 的 3 个 顶点 (下 面 简 称 为 简单 团 ). 定 
义 T(V) 为 工 中 会 V = {z1,7x2，,… a LORD, BR V 是 T(V) WHER 
RAS TCV) 中 对 应 的 野 挂 边 为 el ,e,,… ,ei TEE 

C = (e ,E', rea E 957 es QE 6) 
是 五 " 中 的 简单 圈 。 这 与 H 是 全 单 模 的 相 矛 盾 。 

“一 "。 由 于 “一 ”的 证 明 是 可 北 的 , 故 结 论 成 立 。 

为 了 得 到 结论 ,还 需 推导 如 下 两 个 结论 ; 

(3) 车 五 是 完全 平衡 超 图 ,其 底 树 为 了 , 则 H = 五 | 了 具有 一 棵 底 树 工 ,满足 
T 的 任 一 子 树 的 顶点 集 是 工 中 某 寨 子 树 的 边 集 。 

事实 上 , ASOT PHARRR Tiv]: € V(H)TE H Ef E S T RAD 
H(v), RR H(v) 是 完全 平衡 的 。 故 存在 底 树 T (o), v € VCH), Wk T (v) 
的 并 T 是 五 | 了 HRR, BUE (e e) € ECT’) Mee. 是 了 中 两 条 相 邻 的 边 。 

反复 利用 {3), 我 们 可 构造 一 个 新 的 超 图 五: 

首先 用 下 面 方法 构造 一 个 树 序列 上 = (TT Ta) HISK Sna- I 
i 满足 如 下 性质 : 

(a) T, 的 顶点 为 N 中 的 (i + 1)- 元 子 集 , 这 里 N = 11,2,…,n| 为 To 的 顶点 
集 ; 
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(b) V(T,) = Ix U ylz. y € VT I), (zx,y) € E(T.)}; 

(c) lusu) E E(T) MAT u =x Uyv= y Uz, HRE x.,y,z € 
VCTi.; 成 立 。 

现在 定义 于 为 V(H) = N ,其 边 集 为 : 

E(H) = Ix CNlz € VT) UIT idis n - 1l 
易 证 H 仍然 是 一 个 完全 平衡 超 图 。 

事实 上 ,考虑 超 图 HH (Os ks; a -1),K VH) = VT), 

E(H,)- ix C VATI Uv € V(T;) WHR RSign-1} 

ZRH. 由 于 它 仅 有 一 个 项 点 , 故 它 是 一 个 平凡 的 完全 平衡 超 图 。 而 Hy = 
H PRM k 进行 逆序 归纳 来 证 明 任 一 超 图 HL, 均 是 完全 平衡 的 。 由 (b) 和 (ce) , 若 
zl U yix, U 和 是 了 中 子 树 的 顶点 集 , 则 对 应 的 边 (zl,yi) Gro y) 在 
Ta 01L 委 5 委 2 -1 中 诱导 出 一 棵 子 树 。 故 有 Hl T, = HT REBATE 
RH, 是 完全 平衡 的 及 (2) AH, 也 是 完全 平衡 的 。 从 而 知 FH' 是 完全 平衡 超 图 。 

(4) 任 一 完全 平衡 超 图 Ho 均 同 构 于 某 个 超 图 H' 中 的 部 分 子 超 图 。 

这 是 因为 对 FH ,我 们 可 按 上 述 构造 树 序 列 TT. T RA ,对 每 个 i (1 
Sisn-1 WEL H, 如 下 : 

V(H,) = Ix U ylz,y € VT) (zy) € ECT, 421 
和 
E(H,) = le C VA)! Yv € BCH) 

GH, EZETA, RAN T, H2) A H, = Hl T BEES E 
衡 的 。 令 T, 是 对 应 于 (3) 中 H; BS TIERE TEH IIa Ela), (b) 和 (c)， 
BH, 中 的 k- TARET,- (15 kon) 中 的 顶点 .因此 有 Hy C HS 

Hit (4) 易 见 无 重 边 的 全 平衡 超 图 达到 极 大 时 CRAFT H MEH Pak 
元 的 边 数 目 不 超 过 no— k C1  ERTISSIR kk n). FEARS n 
的 完全 平衡 超 图 的 边 数 不 超过 


te2e en e ("51 


BÆ H 时 可 达 。 


11. 设 X = ET 1X3 a7 eX, | ,五 = (E, Ej," ,E,), Fo 是 L(A) 的 一 个 森林 。 

EFi 中 含有 边 , Ru = [eg] EF 中 任意 一 条 边 。 令 FE N E, = 
tzia et MEF’) = Fo- uo 

因为 Fo 是 森林 ,Fo [Xi ] ,Fo[Xa ] e, Fo[ Xi HERRI, HESAN u, 
ATE Fa 中 有 
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pOFAEXi)- pg(FlX;il)e1  (21,2,7,4) 
从 而 有 
wl Fo) = w(Fy) - wlu) = w(Fo)-k 
故 有 
Dy p(Fal X:])+ (S) = Dp(FoLX,])+ C) 
由 于 上 式 对 Fo 中 任意 一 条 边 成 立 。 重 复 这 一 过 程 ,逐次 将 Fo 中 的 所 有 边 一 一 
删除 ,得 到 一 个 不 含 边 的 森林 FF , 仍 有 


SEGUE X) w( Fa) = S CU D wl F^) 
注意 到 w(F) = 0,p( F(X] Daix] G = 1,2,…,n), 于 是 有 
Dp(FolX De ww(Fo) = x 
最 后 由 X, 的 定义 ,有 
>) o( Fal X, ])+ w(Fy) = IE | 


现在 取 FAL(A) 中 权 最 大 的 一 ere ERA w(F) = wii CH) 的 
定义 及 上 式 可 得 


„(H) = $; lE; |- UO- wn 


ll 


DI p(FLX,])+ w(F) - |x|- 


YGU.D- 1] 


12. $ S 为 与 G PERAHAN ERDAM, HRR A 
wo Mb G 的 边 i ke, 之 0 来 构造 一 个 新 的 有 向 图 GC 如下: 若 i € $, 则 用 一 条 
长 为 c; 的 有 向 路 ,其 方向 与 i 相同 ,来 代替 G 中 的 i; 若 i 6 S, 则 用 与 i 方向 相同 
的 c, 条 平行 弧 来 代替 GG 中 的 i, 最 后 所 得 的 有 向 图 记 为 G 。 在 G' 中 的 每 一 条 强 其 
权 均 定义 为 1。 易 知 G' PHS 所 对 应 的 弧 集 S 与 G PERAE BM BIS Bl 
最 小 ,显然 有 |S'| = wi. G 中 每 一 条 弧 被 G' IBAKTBREDERER AKT C; RR 1 KH 
RAG PORAR BRA IA k BG 中 两 两 不 交 的 最 大 余 圈 数目 为 &。 显 然 有 w 
之 有 o 故 下 面 仅 需 证 明 其 反 向 不 等 式 。 为 此 需 先 定义 几 个 概念 :G” 中 的 一 条 有 向 
MBH LAAN OLR SAGAR , 则 称 它 为 G 中 一 条 AD- 路 。 令 G PAM 
FRAP HMAGM, G 中 不 属于 A 的 弧 为 细 弧 。 对 顶点 w, 若 它 的 人 (出 ) SIE P 
AA PHU, WR o BREA 的 入 (出 ) 饱 和 点 ,否则 称 为 关于 A 的 非 人 {出 ) 饱和 
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Bot G 中 的 一 条 AD 路 已 :vietvaez UEUn (k 221 * DP e, 和 e;,e,， 
en 为 粗 的 ,P ERE MA. RE 是 关于 A 的 入 (出 ) WIA, vun ER 
T A 的 非 出 (入 ) 饱和 点 ,特别 当 v, = vus 为 其 退化 情形 , 则 称 忆 为 G 中 关于 A 
的 平衡 出 (人 》 路 。 对 上 述 P, A = (AM eise sen } U | es 58557 ,e241 | , 
又 将 原来 ww vases Uys) FACE) BRR RRM 5 ,v4 ，…, vua F 
H(A) LAE PAL BO BEL HERRERA. FRM CG 要 证 明 如 下 
命题 : 

GC 中 存在 一 个 G PIMA HM STRELA FR RRS A Re” 
覆盖 (2 , 且 “中 每 一 余 圈 怡 含 S 中 的 一 条 强 。 

下 面 对 GC 给 出 一 个 算法 性 证 明 。 不 失 一 般 性 ,可 假定 G' 的 底 图 连通 , 且 假 定 
全 "的 顶点 可 排序 成 zi vs oov, ,使 得 G, = G [luv uy! MEE. 
4 S, ASG, 中 任 一 余 攻 均 相 交 且 弧 数 达 到 最 少 的 弧 集 ,并 满足 当 G; BAG, 时 
产生 关于 S, 的 平衡 出 (人 ) 路 最 多 。 令 叹 BAAR CRG G 那样 性 质 的 覆盖 。 
显然 GG 命题 成 立 。 设 G Gre, G, (k 22) 命题 成 立 ,下 面 证 明 Gai (k + 
l« n) 命题 也 成 立 ,事实 上 Gui 是 由 G Su 连 以 若干 弧 而 得 , 故 有 | Su | < 
| S, | + 2。 注 意 到 在 G, 中 不 存在 关于 S, 的 平衡 出 (人 ) BORE Gea 中 以 S, 为 基 
础 求 S 时 ,至 多 有 一 条 关于 S, 的 平衡 出 路 和 一 条 关于 S, 的 平衡 人 路 , 且 其 终点 
一 定 是 vi, ,对 上 述 的 关于 S, 的 平衡 出 (人 ) 路 进行 平衡 交错 变换 , 邵 可 得 S, 及 
aa oR Goi 成 立 。 从 而 命题 对 G,， = C Ri, Bt, = € EXS2€ 满足 
题目 中 给 出 的 Lovász ER BRA REA 2w 2 |6 |< 2k, BB w 
x ke 

综 上 所 述 ,可 得 w = k MARA RI. 


13. 首先 证 明 rw {HH') = 60r 万) (YH CH). 
ER i25; € 1,2,3.4 X k € 15,6,71,.IEH' = 五- IE,E; RH =H 
- E,,Z2 51 H 是 一 个 星 。 鼓 
v(H’) = 1 = r( A) 
BR , 若 在 H 中 去 掉 的 边 数 大 于 2, 则 H 仍然 是 一 个 星 , 上 式 仍 然 成 立 。 故 对 
EAI H'.Ci ). CH ) 同时 成 立 。 
下面 考察 所 = H-E, 18:14) HAR FBR = H -E RAR 


F OO = (D = 100 = 0,2(1) = :1() = 2(5) = 102) = (8) = 1(9) = i, 


WE e OI) «CS ROE m (Ey) = 0,m(Ex) = m(Es) = m(Ey) = 
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m) = m(Es) = m(Ey) = E,W (OD) SS oF e OP) =v OT) i 


8 (HO) = v OD) = SL BARAT RR RS 的 整数 倍 , 故 有 


Sz  (H') = zs(H' )。 于 是 根据 第 3 章 习 题 的 第 4 题 , 有 
60r (H) = ra (T) 


最 后 对 于 有 H, 取 分 数 横贯 
4 = 2(2) = … = 26) = 十 ， :7) = :(8) = 29) = 4 
及 分 数 匹配 


m(E,) = m(E,) = m(E,) = m(E,) = i 
m(Es) = m(Es) = mG) = 4 


类 似 可 得 ， CH) = c (D = FAREA 


607° (H) = rq (H) 
故 对 一 切 H'C H,f 60c' (H) = ra(H')。 


"I 1 n 
RS 不 是 而 的 整数 倍 , 所 以 
val H} < 60v° (H) = 60c' (R) 


14. Cil )-C i) BR. 
Ci Cil )4 EUER LUE HT JE BT (HW) « ECHO 8e (HT ) 为 整数 的 点 数 
最 少 的 超 图 。 由 于 去 掉 H 中 的 一 个 顶点 相当 于 把 c 中 对 应 的 这 个 分 量 1 变 为 0, 所 
fi Brie c. 因此 于 “就 是 在 中 去 掉 一 个 顶点 后 所 得 的 超 图 。 由 假设 ， 
rz" (HY) = (ĦA) i 
vr’ (H) = minile, [t£ € R',tz9,A' £210 Ce, tl) 
于 是 存在 EB X ORBE ip 1E 
ct’ CH’) = c(H") = minile plt € N'LATEZREIIEO (e,t) 
Hoe’ 的 取 法 ,有 
(eU) Z C) ZG I) m GU VO) 
和 
(c,t) - (0,2 = 0, 0I 
Zt, =0, Me, t) = e,t) = c (A) WA e ' GP) = cl) 
Zu, = 1,5 
(c, €) = (0,02 +1 
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= (e,t) = (e,t) tef 
mcr) 
因为 :1 A0,0< 2) <1, RBA rc’ (HM) = (e,t) 为 整数 , 故 有 
(e,t) = (0,11) = c OT) 
于 是 有 
tH) S (e:t) = c' (OT) 
因此 ,由 第 3 章 中 的 定理 1 知 ,zf 于) = r" (TOF JR SX EUER TT (i) Zr CD 


15. C I| JC i) 8 88 3 章 中 的 定理 1.50, 
vA") Sc’ GP) s GT) 
再 由 ( ) 即 可 得 
v(H)-v(UT) (Vc€ 10,11") 
Cil )—( BCI) Ac’ CEP) BBR, BERS 14 BT A,r" (A) 
= (HW) AC i ) 得 
»«(H)-7(H) (We € 10,11") 


defi C0690551 


